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Introduction
Contexte historique de I'uniformisation locale.

La désingularisation des surfaces en caractéristique 0, était déja connue des géometres italiens
(B. Levi, O. Chisini, G. Albanese..., entre 1900 et 1935), et la premiere preuve totalement rigoureuse
(analytique) a été donnée par R.J. Walker en 1935 ([W]).
Puis O. Zariski a reformulé les bases de la désingularisation (toute dimension, toute caractéristique)
de facon algébrique, en proposant notamment de scinder le probleme en deux : 'uniformisation
locale d’abord, le recollement ensuite.
L’énoncé général, actualisé, (encore aujourd’hui conjecture) de 'uniformisation locale est le suivant :

Soit Z un schéma ncethérien (non nécessairement intégre), avec tous ses anneaux locaux étant
des G-anneaux. Soit X une composante irréductible de Z,sq, et soit v une valuation de K(X),
centrée en un point x de X. Alors il existe un éclatement 11 : Z' — Z le long d’un sous-schéma
Y C Z, ne contenant aucune composante irréductible de Z,sq, ayant la propriété suivante : soit X'
le transformé strict de X par II et soit =’ le centre de v sur X' ; alors x’ est un point régulier de
X' et Z' est normalement plat le long de X' en «'. ([S2], 1997).

Au départ, en 1939 dans [Z1], Zariski montre que si I'on sait résoudre le probléeme d’uniformi-
sation pour une surface projective sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0, alors
on désingularise cette surface par une suite finie d’éclatements du lieu singulier chacun suivis d’une
normalisation. Ensuite, en 1940 dans [Z2], il prouve ['uniformisation pour une variété projective de
dimension quelconque sur k de caractéristique 0, en se ramenant au cas des hypersurfaces. En 1942,
dans [Z3], il obtient la preuve du recollement pour une surface projective sur k de caractéristique 0,
via la preuve de la quasi-compacité de la surface de Riemann ([Z4]). Enfin, en s’intéressant au cas
du recollement en dimension trois ([Z5], 1944), il montre un résultat plus fort de désingularisation
“plongée” des surfaces : un algorithme global de résolution via éclatements permis d’une surface
projective X plongée dans une variété réguliere Z de dimension trois sur k de caractéristique 0.

En fait ses preuves de la résolution des singularités d’une surface projective sur k données dans
[Z1] et [Z3] sont valables en caractéristique arbitraire a condition d’avoir I'uniformisation locale.

S.S. Abhyankar, en 1956 dans [A1], obtint celle-ci en caractéristique p > 0, avec un corps de base
algébriquement clos. La partie principale réside dans I'uniformisation d’une valuation rationnelle.
A Taide de techniques de théorie de Galois, il se réduit au cas d’extensions p-cycliques, précisément
se réduit au cas d'une surface d’équation de type “Artin-Schreier” : 2P +e(z,y)P~ 1z + f(z,y) = 0,
avec e, f # 0, pour laquelle il établit un algorithme de résolution. Il prouve aussi au passage dans
cet article I'uniformisation pour des surfaces de type : 2P + f(x,y) = 0 (“psychological case”), cas
resté insoluble pour Zariski ([Z6], 1950).

Par la suite il a simplifié et généralisé son algorithme (toujours pour les surfaces : [A2]-[A3], 1964,
[A4], 1965, [A5]-[A6], 1966).

Puis en 1967, Hironaka a traduit en termes de polygone de Newton une partie de I'algorithme
de [A2], (cf. [Hi2]), cette nouvelle approche lui permettant d’obtenir plus simplement la résolution
d’une surface excellente arbitraire, indépendamment de I'uniformisation locale.

Des lors les recherches sur 'uniformisation locale s’estompent, mais récemment M. Spivakovsky
a donné un nouvel espoir (et un nouvel élan) en reprenant le “programme” de Zariski ([S2], 1997),
et en utilisant a nouveau les valuations.



Structure et objectifs de la these.

Le point de vue adopté dans cette these est la résolution des surfaces “a la Hironaka”, notam-
ment avec pour principal outil le polygone de Newton ([Hi2|, [Hi3]). D’autre part on utilise les
suites génératrices ou “curvettes” associées a une valuation v centrée sur un anneau local de di-
mension deux ([LJ], ou [S1], §8). On met en oeuvre ici I'idée (de Spivakovsky) d’une uniformisation
locale “prévue d’en bas”, en résolvant ici en particulier les surfaces d’Artin-Schreier le long d’une
valuation rationnelle, cas auquel s’était ramené Abhyankar comme évoqué précédemment.

La premiere partie de la these est consacrée a I'obtention “d’en bas” de la forme normale de
Giraud pour f € A local, régulier, complet de dimension 2, de caractéristique p > 0, et avec f non
puissance p-ieme. La suite d’éclatements suivie est donnée par une valuation v rationnelle centrée
sur A fixée. On veut aussi donner un majorant du nombre minimum d’équerres du graphe dual de
v a considérer pour atteindre cette forme normale. Le point de départ est la possibilité d’exprimer
f en polynome en les curvettes g; associées a v, chacun des monomes vérifiant des conditions sur les
exposants. C’est le nombre de curvettes nécessaires a une telle décomposition (ne dépendant que
de f et de v) qui va donner le majorant cherché. Le fil conducteur est de minimaliser modulo une
puissance p-ieme : gP, “d’en bas” (i.e. g € A, et en fait g € A’ = A[q%] car A s’avere insuffisant), &
chaque sommet d’équerre, le polygone de Newton de f—gP. Ceci nécessite I'obtention de théoremes
de finitude (th. I, 5.2, 5.3, 6.4). Puis en considérant des invariants du polygone de Newton (les
coordonnées du sommet d’ordonnée maximale, la pente de I'un de ses cotés), on quantifie un nombre
d’équerres suffisant a ce qu’il devienne droit, minimal, de hauteur au plus 1, cas correspondant a
la forme normale pour f.

Dans la seconde partie de la these, on utilise cette étude pour obtenir la résolution des sin-
gularités d’une hypersurface définie par une équation dite d’Artin-Schreier : zP + ez + f =0 (oil
p = chark, e, f € k[[z,y]], ord(ez + f) > p), résolution obtenue en suivant une valuation v ra-
tionnelle. Précisément on montre qu’avec uniquement des éclatements de points fermés (les centres
successifs de v) on finit par obtenir une singularité quasi-ordinaire (a moins que - par chance - la
multiplicité ne baisse antérieurement). Et, & l'instar d’Abhyankar, on a d’abord étudié le cas ou
Ihypersurface est définie par : 2P + f, avec f € k[[z,y]] non puissance p-ieme et d’ordre stricte-
ment supérieur a p (“psychological case”), 'obtention d’une singularité quasi-ordinaire dans ce cas
résultant exactement de ’obtention de la forme normale pour f.

La encore on donne un majorant effectif d’'un nombre d’équerres suffisant a la résolution en
une singularité quasi-ordinaire (th. II, 2.2), et on donne une étude détaillée d’un algorithme de
minimalisation d’en bas des polygones de Newton a chaque sommet d’équerre.

Notons que bon nombre de démonstrations données ici sont constructives et ont donné lieu a
des exemples illustrant le propos. D’ailleurs une implémentation de type MAPLE est tout a fait
envisageable, par exemple pour la premiere partie : étant donné f € k[[x,y]] et des curvettes g;
dans k[[z]][y], décomposer f en les ¢; avec les conditions sur les exposants (calculer combien de
q; sont nécessaires), calculer a chaque éclatement les transformés stricts des ¢;, ’écriture de f et
représenter le polygone de Newton de f, faire les translations nécessaires aux sommets des équerres
et tester la forme normale.



PREMIERE PARTIE

Forme normale.



§. 1. PRELIMINAIRES.

Soit (A, M) un anneau local régulier complet de dimension 2. On suppose que k = A/ M et que k
est algébriquement clos. On note K =Frac(A) le corps des fractions de A.
Soit v une valuation de /C, centrée sur A, de groupe de valeurs ®, et “rationnelle”, i.e. telle que :

{* degtr(R, /M, | k) =0, (icik=k=k=R,/M,),

* rg v = rgrat v = 1.

A étant complet, v ne peut pas étre discrete f, donc nous sommes dans le cas 1 de [S1], pp. 149-150 :
® est un sous groupe dense de Q, et le graphe dual de v (figure 1.3) a une infinité (dénombrable)
“d’équerres”, notées (I';)jen+, chacune d’entre elles étant constituée d'un nombre fini de points.
Soit (g, )ren une suite génératrice minimale pour v, i.e. telle que les v(g,) = (3, engendrent de facon
minimale le monoide v(A*). La construction d’une telle suite est obtenue dans [S1], §8. Les ¢,
seront appelées curvettes, et ¢, a le contact maximal avec ¢,/, pour tous 7’ > r > 1 ([S1], §7 et §9).
On considere la suite (infinie) d’éclatements locaux le long de v débutant en A :

A=Ay=Ajy — A1 — ... = A —...— A, —...CA CK (1)

ou A;41 est I'éclatement (local) de A; en M; son maximal, localisé en un point fermé (point fermé
défini par v), et ot pour j € N*, 'anneau A;; correspond au sommet de I"équerre I';, (cf. figure 1.3).
Tous les A; sont locaux réguliers de dimension 2 et ont le méme corps de fractions : IC.

Soit ¢ € N et (z,y) des parametres de A;, qui le sont aussi pour A;. Le théoreme de structure de

Cohen ([ZS2], p. 307), donne : A ~ El[x, y]]. (pour 1=0": ;1\0 ~ Ay = A)

On note pour tout j € N*, v; la valuation ./\/lij_l—adique de Aij_l, (i.e. Vordre Mij_l—adique dans
Aji;—1). Son graphe dual est le sous-graphe de celui de v constitué des équerres I'y, I'p, ..., I';. C’est
une valuation divisorielle, donc discrete de groupe de valeurs Z. C’est la valuation associée aux
curvettes qo, q1, - .., ¢j+1, (cf. [CM], §“valuation d’une branche analytique”, ou [S1], §8).

D’apres [S1], §3, ou [S2], §4, v; admet un prolongement unique & Frac(A/Z»j:) centré en A/z‘j:,
prolongement noté v; et qui n’est autre que 'ordre /\Z:l—adique. De plus pour x € A/ZJ: , soit
(z) une suite d’éléments de A;, _1 qui converge vers z, alors (v;(z,)) est constante a partir d’un
certain rang égale a : o € v;(A;, 1), et par définition : V;(z) = a.

Par ailleurs on note : vpq, = 'ordre M-adique de A, et daq la distance M-adique.

Le graphe dual de v étant défini récursivement au rang ¢ par le diviseur exceptionnel total, il est
indépendant des systémes réguliers de parameétres choisis dans chaque A;. Ce choix de parametres
est précisé dans la définition suivante, avec I’abus qui consiste a dire “le” transformé strict d’un
élément de A; alors qu’il n’est défini qu’a un inversible pres de A, 1.

Définition 1.1. — On définit pour tout i € N un systéme régulier de paramétres (x;,y;) de A; de
facon récurrente, comme suit :

- pour i = 0, on pose (zg,%0) = (qo,q1). Comme ¢, a le contact maximal, ce choix assure que

la premiére translation n’a lieu qu’au niveau de A;,. (De plus v1(zo) < v1(yo) = sup vi(t)).
te M\ M?

- pour ij_q <1i<ij, (j >1), en notant (x,y) = (x;_1,y;—1) on pose :
(i) = {(x, 4) siv(y) > v(x), ie sivi(y) > vi(x)
»Yi) = (5-9) siv(y) <v(z), ie sivi(y) <wvj(x), (cf. [ZS2], p. 366).

'i' D’apres [S1], et sa classification des valuations en dimension 2 (p. 155), on voit que :

v rationnelle discréte = son extension & A est discréte de rang 2 (“case 4.27), ce qui est exclu ici (A = A).
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- Cas i = i, j > 1. Notons (x,y) = (xi—1,vi—1) les paramétres de A;_,. Dans spec (4;) le
diviseur exceptionnel total £ n’a qu’une composante F; passant par 'origine M. |
Soient q;- 15 qg»’ 11 les transformés stricts de qj1 dans A;_1 et A; respectivement. En utilisant le
fait que gj+1 a le contact maximal, on obtient (a inversible pres) :
Qi =y+er+T(z,y) ot ord )T(z,y) > 1et vi(q, ) =vi(x) =v;(y) =1 (orde y)a,_, = Vj),
donc ¢ est aussi un parametre de A;—; (cf. fig. 1.2).
On choisit : x; := x, d’ot1 : vj = ord, sur A; et ¢}, = % +c+T'(z, %) avec ord, T'(z, %) > 0.
Donc g, est un parameétre de A; transverse a x (A; = Ai_l[%](%qyﬂ)), et on pose : y; = qj ;.
Notons que cette définition des paramétres (z;,y;) assure que la prochaine translation n’aura lieu
que pour i = i;41.

Figure 1.2. — Représentation de ¢}, et ¢}, ;.

=0 I

y=0

A A A Ai. i
0 1 2 j j+1
OO o © I OO © I © YT i
(dg a1) 3 3 , ) Cj (xij+1,qj+12+1))
rl r2 [ ) [ |‘J+1 [ [ [
}/(i o*D }/ (im0 %/(i N +1)
a m(0) % m(1) ﬁ+T(J)
Ain)+1
Définition-notation 1.4. — Avec les notations de 1.1. Soit i € N.
a) La forme initiale M;-adique de f € A;, sera notée : inpg, f, et 'on définit :
(X3,Y3) == (inag i, inagyi) . Alors @ gra, A = @M?/M?H ~ k[ X;, Y]
neN )
On prolonge cette définition pour f = ¢ € K = Frac(A;), par : inpy, f = ZZAA:Z € k(X;,Y).

En particulier pour j € N*, inxq, _, sera noté in,,; (forme initiale définie sur IC).
J

b) Soit f € A;, que 'on développe : f =3 Aapzly? € k[[2i,yi]], Aap € k. On définit respectivement
le nuage de points et le polygone de Newton de f (re]ativement a (x;, yz)) par :
Ni(f) = {(a,b) € N* | \gp # 0},
A;(f) := frontiére (pour la topologie standard de R?) de I'enveloppe convexe des quadrants :
{(a,b) + RZ} de RZ ou les (a,b) € N;(f).

T Ona: 3 cek™ et AiZAi—l[%}(m £+C):A¢,1[%]<£+l yy» 1-6- ¢ le centre de v; (et de v) sur D’éclaté de spec(A;_1) en
e viIE+s

son maximal appartient aux deux cartes, c’est le cas dit de “translation” (cf. [ZS2], prop. 1 p. 365 et cf. figure 1.2).
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§. 2. FORME DE WEIERSTRASS DES CURVETTES.

u
Proposition 2.1. — Soit : uy =0, ng = 1, et pour tout r € N* : u, = ordm,qr ; Ny = L T
T

Dans toute la suite les formes initiales sont données a un inversible prés de k.

i) Soit j,r € N, 7 > j. Notons i, ;) € {ij,...,ij41—2} I'indice i maximal pour lequel le transformé

strict q(i)1 de 4y n’est pas inversible dans A;. (Cf. figure 1.3 : iy ()41 correspond au “pied” de

J+
. i +1) . TP ..
I'équerre I'j 1, et qj(. +1(” ) intersecte a 'infini, i.e. dans 'autre carte, le diviseur Eim(j)+1). T

Vie {0’ e ’im(j) _1}’ ona: ZanqS‘l) = (IinMqu('l;l)—l)ur/uj+17 notamment : inMoQ’r = inMoq;l-T—/luj+l,

et sij>1,Vi€{0,. . imph ona:in,g” = (in,ql))" """

des inversibles de k lorsque i = i;.

, ces deux formes initiales étant

ii) Soit j € N*, i € {i;_1,...,4; — 1} et (x;,y;) les paramétres de A; définis en 1.1.

Alors : in,, q](-i)_l =in,, (yzﬂi + cja:iai), et :

. Yiﬂi si B < a;
inM1q§21 = {Xf“ si oy < f3;
Y, + Cin sioy; = ﬁz (= 1),
ot : x ¢;j €k,c; #0,
* ﬂz = Vj(-'lfi),Oti = Vj(yi)7 ngd(ﬁ’nal) = ]-7
— Yit1

kxpouri=i; jona: =2 (=nj)et:i=i;—1= pi=a;=1
J

On conviendra de noter en général (z,y), (resp. (X,Y), (o, 8)) au lieu de (z;,y;), (resp. (X;,Y),
(cu, Bz)) pour tout i € N, sauf bien siir en cas d’ambiguité.

iii) 1l existe des curvettes g, (r € N) pour v, sous forme de Weierstrass, i.e. des polynémes unitaires

de k[[z]][y].

De plus, pour tout r € N, on a : deg, ¢, = orda, ¢, = ordy G-(0,y) = u,.

Enfinsi r>j4+1>0,ona: ¢ = ijffl/“j*l + T, ou T € E[[z]][y] est tel que : vi(T) > v;(q-),
vis1(T) 2 vjp1(dr) = 3= vj41(qj41), et deg, T' < u,.

Uj+1

Figure 2.2. — Ny(q,), pour r > 2, avec («a, 8) = (a0, fo) = (ap, uz), (cf. iii) avec j = 0).

a( &:—1) a %t

J[ La notation est classique, cf. par exemple [A9], p.5 ou [S1], § 6 p.130. Notons que : u1=1 et u,=II

r—1
i=0

n; si r>1.
'H' Notons que : iy,0)=1 (car vi(xzo)<vi(yo)), et si j=1 on a : iy,,;)=i; <:>1/(mij_1)>u(q;2;), cas ou I'on “lache” g1

“le coup suivant” apres le sommet de I';.
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Preuve : i) Le fait que gj41 et ¢, aient le méme cone tangent et des arbres de désingularisation
“emboités” (i.e. des portions de plus en plus longues de la suite (1)), nous donne pour 0 < 7 < iy, (5),

(a facteur multiplicatif pres de k) : inMiq,(f) = (inMiq](Ql)ar, ou a,. € N*,

En prenant 7 = 0, on trouve o, = ulfil (vu la définition des u,) et : inp,qr = inMOq;;/luj“
J

Soit maintenant : j > 1 et prenons i = i; — 1, (donc i < ip,(;))-

Comme v; est 'ordre M;; _1-adique, on obtient : in,, qﬁi) = (inl,j q](-izl)m/uj“.

Soient, (x,y) les parametres de A; 1, avec par exemple : A; = A;_1[¥](,,

vy. Si f € Aest un élément
. . . . (i—1) . N

dont le transformé strict n’est pas inversible dans A;, on a : f0~1 = gordri /7 £ oy en

appliquant ceci avec qu_l) et (q](z:ll))u"/ Y qui ont les mémes ord y

(i) _ (4) )ur/qu

proche (montée et descente) : in,, g = (z’nl,jqu

on obtient de proche en

1—17
, pour tout 7 = 0,...,0p(j)-

Note : Quand i = ij, les in,, qf«i) sont des inversibles de k, en effet le centre de v; sur A;; n’est
plus un point fermé, (c’est la courbe correspondante a 'idéal (:cij)), et si ¢ > iy, alors v; n’est plus
centrée sur A; (ie. A; ¢ A,)).

ii) Le choix de i € {i;_1,...,i; — 1}, (j = 1), situe A; sur I'’équerre I'; (sans étre son sommet).
Soit f € A;, (i # i; — 1), de transformé strict f’ dans A;y; avec f et f’ écrits tous deux dans
klz,y]], (voir convention de ’énoncé). Donnons d’abord des informations générales sur les nuages
de points N;(f) et Niy1(f').

Si v(y) > v(x), un mondéme m = Azy® de f est transformé en : m’' = A\z@+b=ordm; Fyb dans f/.

Si v(y) < v(x), il est transformé en : Aty +b—ordaf,

Soit A, la droite de pente —g, (B =vj(z), @ = v;(y)), et dordonnée a l'origine minimale telle
que : Ay, NN;(f) # 0.

Prenons le cas v(y) > v(z), (& vi(y) > vi(z) & Ay = A2z, ), le cas v(y) < v(z) étant
analogue. On vérifie facilement (cf. annexe 1), que :

- les points de N;(f) sont translatés horizontalement vers la droite pour donner ceux de
Niwa(f),

- les droites verticales sont transformées en droites de pente 1, celles de pente —1 en verticales,

- les (points représentatifs des) monomes de in,, f se trouvent sur A, ,

- tout point de N;(f) strictement au dessus (resp. au dessous, sur) d’une droite de pente > —1,
(comme A, ), le reste par rapport a la droite transformée dans Niy1(f"), en particulier si mq,mo
sont deux monoémes comme ci-dessus du développement de f et tels que v;(m1) > v;(ms), alors
vy(m}) > v (mb).

Maintenant d’apres [S1], corollaire 8.4 p. 138, on a : v;(gj1+1) = Vj(q;““/uj), mais gjy1 et qy”l/uj
ont les mémes ordyq, pour i = 0, ..., %y,;—1), donc de proche en proche (comme dans 1)) on obtient :

vi(ayty) = vy () ™) pour i =0, i)

En appliquant ceci avec ¢ = ij_1, on a (& un inversible prés de k*) : qj(-il = yf“l/uj + T(z,y;) ou

T(xs,y:) € kl[ws, ys]] N Ai,_, est tel que : v; (T(xz,yz)) > yj(yl.‘j“/uj). Puis pour ¢ > i;_; le fait

1
que g;4+1 ait le contact maximal nous dit que : inMiqj(-Ql est YY) si vi(z) < v;(y) et XWW) si
vi(z) > v;(y) et enfin est Y + ¢; X si vj(x) = vj(y) =1, ie.si i =14; — 1. En revenant a i = i;_;
on peut alors affirmer que nécessairement : T'(x;,y;) = ¢;2" + Ty, 50,8, O B; = vj(x;) = u;—jl,
vi(yi) = a; et pged(ay, ;) = 1, et ceci par des considérations géométriques simples (comme ci-
dessus) sur les polygones de Newton des transformés stricts itérés qj(-l_zl pour ij_1 <i<i; —1 (ie.
le long de I';), combinées avec le fait que v; (comme v;) est monomiale en (x;,y;).
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iii) D’aprés i) on a pour tout 7 > 2 : ¢, = Aqy + Tordp,>> (Ar € k), et d’aprés ii) on a :
g2 = A (Y +c12%0) +T,,~, (A2 € k*). En remplacant on obtient : g, = Ay +Tordp, > (A € k*),
va que : ag > o = {2 = uz. Ainsi pour tout 7 > 2 on a: ordy ¢,(0,y) = u,.

Le théoreme de préparation de Weierstrass ([ZS2], cor. 1 p. 145) nous fournit alors des polynomes
gr de k[[z]][y], unitaires, de degrés u,., associés a chaque curvette ¢, pour chaque r > 2.
Précisément pour tout r € N, on a : ¢ = v.-¢,, avec -, inversible de A.

La suite (g,-) ainsi obtenue est bien siir une suite de curvettes pour v.

De plus pour tout r € N : orda,gr = orda,gr, €t : ord, ¢-(0,y) = ord, ¢-(0,y) = u,.

En appliquant i) a ces g, on écrit : ¢, = )\T(}jiﬁ/uj“ + T, avec T € A tel que v;(T) > vj(g,), d'ou
I'on déduit : A\, = 1 et T € k[[z]][y], avec deg, T}, > < u,.

Enfin : vj11(¢;) = v (ajiﬁ/uj“), dot : vj11(T) 2 vjy1(qry). O

On notera dorénavant ¢, au lieu de ¢, ces curvettes sous forme de Weierstrass.
§. 3. REDUCTION EN PSEUDO-MONOMES.

Définition 3.1. — Soit A’ = A, = {L | r € N, h € A} = A[2], admettant aussi pour corps de
fractions : Frac(A") = K = Frac(A).
a) On appelle pseudo-monoéme tout élément de A’ du type : M = ~q;° H qrr, avec :

x « Inversible de A, ag € Z, ren”

% (a,) € NO) famille d’entiers naturels a support fini.
La longueur de M est le nombre de N = NU {—oco} défini par : [(M) =supg {r € N | a, # 0}.
Si de plus on a la condition : ¥ r € N, a,u, < u,41, alors le pseudo-monoéme est dit réduit.

b) Soit j € N. La j-iéme hauteur d’un pseudo-monéme M de longueur [(M) est le nombre noté :
hi(M) =0 sil(M)<j,
h](M) = aj4+1 —|—(Ij+2uj+2 + ...t aq w (> 0) sil= l(M) > ]

Ujt1 Ujt1

l], ie.

c) Soit i € N et (x,y) = (x;,y;) les parametres de A;. On a : A" C k[[z,yllay = :4\1[%, ;
un élément f de A’ s’écrit : f = Z)\a,bxayb, les a,b minorés dans Z et les A\, € k. On étend
a A’ les définitions de nuage de points et polygone de Newton par : N;(f) = {(a,b) | Ao # 0} et
A;(f) = Front(Conv({(a,b) + R%})). Alors N;(f) et A;(f) ne sont plus a priori dans le quadrant
positif, mais on a pour i € {i;_1,...,1; —2} une correspondance o entre A;(f) et A;1(f) analogue

a celle détaillée dans la preuve de 2.1 ii), (et donnée en annexe 1).

Lemme 3.2. — Soit b € N* et (u,)ren une suite d’entiers telle que : ug =0, uy = 1, et u, divise

strictement u,4+1 pour r > 1. (Exemple : u, = orda,q, pour r > 1). l

Alors 311 € N* tel que : b € [u, u+1[NN et b s’écrit de fagon unique sous la forme : b = Z Ay,
avec les a, € N ; a; # 0 et apu, < tupyq pourr=1,...,1. r=1
Réciproquement si I'on a une écriture : b = ajuy + ...aquuy, avec a; # 0, et a,u, < u,p1 pour

r=1,...,1, alors b € [u;,u;+1[NN.

Preuve : Numération aisée, laissée au lecteur. [
Proposition 3.3. — (Réduction d’un élément de A’).

i) Soit M = ~qi° ...q" un pseudo-monéme (non inversible).

On a : ho(M) = deg, (%) = ord, M(0,y) = a1u1 + ... + ayuy.
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i) Soit f=flx,y) €A s f=2 = Y Xpa"yP, ol les Aoy € K*.

T
a>—r,b=0

S
On a une décomposition de f en somme finie de pseudo-monoémes réduits : f = ZM“ et ot les
i=1
M; sont de 0-iémes hauteurs toutes distinctes : ho(My) > ho(Msy) > ... > ho(Msy).

Dans le cas ot f € A, alors les M; sont aussi dans A.

Note : La question de I'unicité de la décomposition est traitée dans le corollaire 4.8.

Preuve : i) est évident. Pour ii) notons (aj,b;j)j=1,.. n les coordonnées (dans Z x N) des sommets
de Ag(f), par exemple dans cet ordre : a1 < a3 < ... < ap et b, < b,_1 < ... < by. Alors :

flx,y) = Z fij“jybj + nyuﬂ,:v“y”, ol Yj, Yu,» sont des inversibles de A, et ol pour tout
j=1 n finie
mondme v, ,z"y" il existe j € {1,...,n — 1} tel que (u,v) €laj, ajt1[x]bjt1,b;].

Figure 3.4. — Ny(f) et Ao(f).

ti 7777777777 I
Vol _________ :, ,T
A
3 ‘J%+1

On obtient donc I'écriture : f(z,y) = > v;2%y%, la somme étant finie, les ; inversibles de A, et
ou les b; constituent une suite (finie) d’entiers naturels strictement décroissante.
Considérons le monome : yx®y® avec b = b; € N maximal dans cette écriture.

Sib < ug, alors: f = ij <up VT y% somme finie de pseudo-mondémes réduits de longueur 1 ou 0.

. R !
Sinon, d’aprés 3.2 ona: b=73 _, a,u,, avec a; # 0 et a,u, < up41 pour r =1,...,1.

Comme ¢7'...¢" est un polynoéme de k[[z]][y], unitaire, de degré b, on a la division euclidienne
suivante : y* = ¢ ... q" + R(y), ot R(y) € k[[]][y], et deg, R(y) < b.
En considérant comme précédemment les sommets de Ag (R(y)), nous obtenons la somme finie :
R(y) = Y. pix®iyP, o les p; sont des inversibles de A, et ou (3;) est une suite (finie) d’entiers
naturels strictement décroissante majorée strictement par b. Donc, avec des notations évidentes :
Yooyt =yt gt + > ay®oet fa,y)= 2t gft + Y eyt D yatiyh
Bi<b Bi<b bj<b
=zt gt + Z ;ijafyﬁj

Bi<b
Dans le deuxieme terme de cette derniere somme, si deux monoémes (au moins) : pu1z®y% et
pax®2yP? sont tels que 31 = o, alors en mettant en facteur celui dont le aj est minimum, on
obtient un monoéme pz®y’ avec p inversible, ce qui permet de supposer tous les B; distincts.
En reprenant alors I'argument précédent de division euclidienne avec le monéme pz®y® tel que
£ maximal, on obtient ainsi un processus de divisions qui construit une suite d’entiers naturels
strictement décroissante (b > (3 > ...), donc processus qui s’arréte (lorsque 5 < wu2), et l'on
a bien D'écriture de f annoncée, les pseudo-mondmes construits étant de hauteurs strictement
décroissantes. [J
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§. 4. VALUATIONS DES PSEUDO-MONOMES.

Notation 4.1. — Soit j € N*. D’aprés la définition 1.1, v; est aussi I'ordre (a:ij)—adique de A,

donc valuation de K centrée sur A;; en I'idéal (z;,) et d’anneau A, = A, (20.) (uniformisante : x;; ).
i

On conviendra de noter aussi : vy := ordy, (# vm,) L'ordre (z¢)-adique de A.

Proposition 4.2. — Soit M = vqg° ...q% un pseudo-monoéme, de longueur | < s.

)V jeN, hj(M)=aj41+ 222h; (M), avec hj(M) = 0 pour tout j > 1, et hy_1(M) = a;.

Uj+1

En particulier la suite (h;(M))

jen est strictement décroissante pour j < l, puis nulle.

ii) Pour j € N, le polygone de Newton de M au sommet de la j-iéme équerre est le suivant :
Figure 4.3. — A, . (M).

15

h (V)

Bhu1 (M)

oty (M)

Avec : (a, B) = (o, ;) = (Vi1 (yi,)s vje (23))) 1 B = 352 (= njpa) et : d = M;ﬁ%'

Uj+1

Remarque 4.4. — Supposons [ > 1. Alors : Vi > 4,1, A;(M) n’a qu'un seul sommet, il est dit
“droit”. Notamment pour tout j > I — 1, 'unique sommet de A; (M) est : S; = (v;(M), h;(M)).
Sil= —o0 (i.e. M inversible) alors V i € N, A;(M) = Front(R%), et sil =0 alors Vi e N, A;(M)
est aussi droit, avec : Sy = (ap,0), S1 = (11 (M),0), Sy = (v2(M),0), ...

Preuve (de 4.2) : Pour i) la vérification est immédiate, quant a ii) nous allons justifier les informa-
tions données sur la figure 4.3 en précisant les formes initiales v; et v, 1-adiques du pseudo-monoéme
M = ~g{° ...q% . Notons qu’il est possible que v;(M) et v;11(M) soient négatifs, vu que ay € Z.
x* Casou j=0, (i, =0, § = ug), avec (z,y) = (20, yo)-
Ny qr = 10,y (cf. fig. 2.2)
Ny @ = iy, (Y + c122) /M2 (cf. 2.1 ii))
doiL - {inyoM = iny, (z20y" M S(y))  (S(y) € k[[y]] provient de I'inversible ~)

" ling, M = iny, (x%y® (y° + c;z®) (D),
le point correspondant au monome appartenant aux deux formes initiales étant (avec 1)) :

So = (ao,ho(M)) = (ao,a1 —l—ﬁhl(M)). Notons que : ag = vo(M).

Onapourtoutr>2:{
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* Cas oll j > 1. Posons ¢ = i; — 1, et prenons au besoin des exposants nuls pour que s > j + 2.
Pour tout k € N, il existe (dy, ex) € N2 tel que : q = ykxgkyf’“q,gi), avec pour k < j, q,(:) inversible

de A, et vj(qr) = di +er + l/j(q,(f)) (v; étant la valuation M;-adique).

On écrit donc : M= 7/93%1‘6‘13(‘21&”1(1](‘2;”2 .. .qgi)as (’y’ inversible A; et ici (d,e) € Z? : ag € Z)
d+e+h;(M) /vy, i+1)3i+1 (34-1)%+2 i+1)%s
:,y/mi e+h;( )(g_i)e ](':_1) ](:_2) .”qu )
vu que pour r = j +1: inMiqﬁl) = (inMiqj(-ﬁl)w/uj+1 avec ord/\/ll.qj(ﬁ1 =1.

En particulier v;(M) = ordp, (M) =d + e + hj(M).

Ny q:lq =1in, (y; + cixy)  (2.110)
Rappelons que pour tout r > j, on a : { AR o ( )’

) 41 . 1) Ur/ Uit .
myjq£Z ) — ml,jqj(.l:l) ' (2.1 1))
D’ou en notant a présent (z,y) = (41, Yit+1) = (a:i,qj(»fll)) les parametres de A;;1, on obtient :
() .
iny, (“EL) = in,, (% + ¢;) soit iny, (y — ¢;) = in,, (L), et on a: iny, gt = in,, /v
Par ailleurs, pour 7 > j + 1, en utilisant successivement 2.1 ii) puis i) avec 8 = Bi11 = i, = Z?ﬁ,
J
on obtient : inuj+1q§1+l) =in,,,, (y? + cjp12®)"/w+2. Enfin : in,, v € k* (7 inversible 4;,_1).

i, M =i, (2D y — )7y 400),

Finalement on obtient :
{inyj+1M = inl’j+1 (ij(M)yaj+1 (yﬁ + Cj+133‘a)hj+1(M))_

Notons que : in,, , (y —¢;)¢ € k¥, car vj;1(y) = a > 0, donc on 'omet dans in,,,, M, mais :
(y—c;)¢ = S(y) € k[[y]], (S(y) € kly] sie = 0), ot vj(y) =0 = v;(y —c;), doit figurer dans in,,, M.
Le point : S; = (v;(M),h;(M)) = (vj(M),a;j41 + Bhj11(M)), (voir i)), correspond au mondme
de M apparaissant dans les deux formes initiales.

Reprenons alors j € N et soit v;41 = vj11(M). D’apres ce qui précede, au niveau de 4;; on a :

M = Az M) yyase (48 _|_Cj+1xa)hj+1(M) + Ty, 0500 = Z )\a,bxayb+Tyj+1>’Uj+17 avec vjy1(z) = 0
finie

et v;4+1(y) = «, donc pour les mondmes m = )\a,bx“yb de valeur vjy; de M, on a: Ba+ab=v,i1,

ce qui nous donne la distance du segment de pente —g de A;, (M) a I'origine, distance indiquée

sur la figure 4.3. [J

Définition 4.5. — (Valuation composée ;).

Soit j € N et (z,y) = (z4,,yi;). Pour tout f € A;,, on peut écrire f = 2% (F) £5) o x ne divise
pas flii) e A, Sif € A; avec i < ij alors fi3) est le transformé strict de f dans Ag; .

Dans ces conditions on pose : p;(f) = (v;(f), (f%),z)). 1

Ceci définit (par prolongement) une valuation ji; de Frac(A;;) (= K), discréte de rang 2, centrée

sur A;,, de groupe de valeurs =~ jex (Z%,+,<) ; c’est en fait la valuation composée de v; avec I'ordre
enysur: A, /M, = A (x)/a:Aij @ = Frac(A;,/(z)) C Frac(A;,/(z)) = k((y)).

Lemme 4.6. — Avec les notations précédentes : A" C A, [%] ( C Frac(Aij)).

Précisément si f € A’, on écrit : f =x" P h, ou h € Aj;; est tel que z ne le divise pas.

Alors p;(f) = (yj( f)s ordyh) € Z x N est le sommet d’ordonnée maximale (i.e. d’abscisse minimale)
de A, (f). En particulier si M pseudo-monéme on a : p;(M) = (v;(M), h;(M)).

'i' Rappelons que (f(ij), z) : = multiplicité d’intersection de f(ij) avec x.
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s a.

Preuve : Un pseudo-mondéme M s’écrit : M = ’yx’/j(M)q‘g_:i% a .qg“) , ot 7 inversible de A,
N S NG

apres 4.2). Il est clair que hy; = vq; S qs € A;. et que z ne divise pas hys. Donc si

daprés 4.2). Tl est clair que h ) ()™ e Ay et divi har. Don si

f € A’ en utilisant la décomposition de 3.3, et en factorisant par la plus grande puissance de x
possible, on obtient : f = 2%h, ot a € Z et x ne divise pas h € A;;. On voit donc que (a,ord,h)
est le sommet d’ordonnée maximale de A;, (f). De plus comme v; est centrée en () sur A;; avec
vi(z) =1, on a: a = v;j(f). Puis comme p;(xz) = (1,0) et p;(h) = (0, ordyh) on obtient :
wi(f) = (yj(f), ordyh). Enfin, pour M comme ci-dessus, d’apres la figure 4.3, (I/j (M), h; (M)) est
le sommet d’ordonnée maximale de A; (M), donc p;(M) = (v;(M), h;(M)).

Proposition 4.7. — (Pseudo-monomialité de v; et ;).

i) Soient My = v1q5° ...q% et My = ’}/2(]80 ... q"% deux pseudo-monémes réduits.

a) Sil existe j € N* tel que hj(My) < h;(Ms), alors hj_1(My) < hj_1(M>).

b) Si pj(My) = pj(Ms) pour un j € N alors My = vM, pour v inversible de A, et I'on dira dans
ce cas que My et My sont “associés”.

ii) V j € N, v; et puj sont “pseudo-monomiales”, i.e. pour un nombre fini de pseudo-monémes M,
réduits, non associés de A’, on a : v;( Y, My) = miny, v;(My) (idem pour p;).

iii) Soit j € Net f € A'. Ona: fe Ay, <= v;(f) 20, (resp. f € x;; A, <= v;(f) >0).

Preuve : i) a) Soit j € N tel que h;j(M;) < h;(Mz). On a: aju; < ujpq (M réduit), donc :
hj—1(My) = aj + < hy (M) < 225 (hy (My) + 1) < #2520 hy(Ma) < by + “222hy (Ma) = hyj—1 (Ma).

b) Si (a0, ho(My)) = (bo, ho(Ms)) le résultat est immédiat d’apres 3.2.
Supposons que (v;(My),hj(My)) = (v;(Ma),hj(Ms)) pour un j € N*. En prenant au besoin des
exposants nuls, on peut s’assurer de plus que : s > max {j + 1, (M), l(Mg)}.

Alors : aji1 + ajyo Zjﬁ + ..+ ag u?il =bj11 + bji2 Z]ﬁ + ...+ by uf‘il, d’ott en multipliant les
J J J J
deux membres par u;y;, on voit d’apres 3.2 que nécessairement : ay = by pour k € {j +1,...,s},

d’ou: My = Hy x H ; My = Hy x H, avec [(H;), l[(H2) = j, mais alors comme v;(M;) = v;(Ms),
aussi vj(H;) = v;(Hz), donc d’apres le lemme 2.1 de [CM] (qui s’étend aux pseudo-monémes de A’,
preuve reprise en annexe 2), on a : a = by pour k =0,...,j, d’ou b).

ii) Soit f =), M) € A’ (somme finie), ou les pseudo-monomes sont réduits, non associés.

Prouvons d’abord v;(f) = ming{v;(Mj)}. Si un seul M}, est a v; minimal, il n’y a rien a faire.

iy al+1k) i yalli k)
Sinon posons (x,y) = (v;,y;;). D’apres 4.2, ona: f = nyk:c”f(M’f)qJ(.ﬁa ! q( )4

gy, , avec

les vy inversibles de A;; (contenant les (y — cj)e). D’apres 2.1 1), on a : qffj) = gur/uitt 4 Tord, >0,
. . » , k

pour tout » > j+ 1. Dou: f=>" ['ykx 5 (M) g s (M) To(rgz>yj(Mk)].

Posons m = min{v;(M})}, supposé étre obtenu par exactement s > 1 pseudo-monémes renotés
S

My,..., M. Onécrit: f = :cm< fykth(M’“)) + Tora, >m, et le facteur de 2™ est non nul puisque
1

k=
les h;(Mj) sont distincts d’apres i) b). Donc : ord, f = m, ce qu'il fallait.

Maintenant si I'on compare les ju;(M},) lexicographiquement, le résultat est immédiat d’apres i) b).

v i)e(i+1,k) i)l k)
iii) On écrit & nouveau (3.3, 4.2) : f = > M; = Z'ykxi;(M’“)qﬁ%a ’ ...ql(kj)a “7 somme de

pseudo-monomes réduits non associés. Comme v; est pseudo-monomiale et les qﬁij) (r > j+1) sont
de valeur nulle pour v}, I’équivalence est triviale. [
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Corollaire 4.8. — Soit f € A" et f =Y M}, une décomposition en pseudo-monémes réduits (3.3).
Celle-ci n’est pas unique (cf. exemple 8.3). Mais : V j € N,V T} point de A;,(f) d’ordonnée > h (cf.
fig. 4.9), on a un unique M, tel que p;(My) =T}, et ce My, est (a association prés), indépendant de
la décomposition. De plus les M}, de v;i1-valuation minimale (de valeur Vj+1(f)), sont eux aussi
uniques et indépendants de la décomposition.

Preuve : Soit j € N. Considérons T)(v;, h;) un point de A;, (f), avec h; > h. Les figures 4.3 et
4.9 montrent que dans toute décomposition f = > My, il existe nécessairement un My tel que :
;i (My) =T}, et celui-ci est alors unique d’apres 4.7 i) b).

Précisons que si deux pseudo-monoémes My et Mo de deux décompositions de f donnent ce méme
point T}, alors M; = My avec : v = 1+ élt M, car le monome correspondant Axi’;yfj I du
développement de f dans A;; ne peut étre donné que par les développements de M; et M.

Soit maintenant v;11 = v;41(f). En écrivant les inversibles de A sous la forme : v = X + élt M
(X € k*), et en utilisant 4.7, on peut ré-organiser toute décomposition de f sous la forme :

f = M1 + .. .Mn + Tyj+l>vj+1, avec : Vj+1(Mi) = Vj+1, MZ = )\iqg([:m) .. _qg(sﬂ), et pour n > 1:
hj(My) < ... < hj(M,). On constate que S; (fig. 4.9) est donné par M,, (h = h;(M,)), et d’apres
la précision précédente A\, est fixé de facon unique. Ainsi si 'on a deux décompositions de f ré-
arrangées sous cette forme : f = My +...+ M, +Ty = M{+ ...+ M/, +T>, alors nécessairement :
M/, = M,. Par récurrence descendante sur I'indice maximal des M; on prouve donc n’ = n et

I'unicité de ces M;. O

Figure 4.9. — A, (f).

]

|
|
|

,,,,,,,, [
|
|

Y

Remarque 4.10. — II est possible quun M), soit de v;;;-valuation minimale mais qu’il ne se
“voit” pas sur Ay, (f), (cf. exemple 8.3).

Corollaire 4.11. — Avec les notations de [S2], pour p € p;j(A’\{0}), 4.7 et 4.8 montrent que
P,/PF={c(f) | f € A"; pu;(f) = p} est un k-espace vectoriel de dimension 1 généré par cl(M)
ou M est un pseudo-monoéme réduit tel que p1;(M) = p.

§. 5. PROPRIETES DE FINITUDE.
Dorénavant on suppose que la caractéristique de A est p > 0, sauf indication contraire.
Lemme 5.1. — Soit j € N*, i € {ij_1,...,i; — 1} et (z,y) = (x;,y;) les paramétres de A,.
Notons (U, V') = (in,,x,in,,y) et soit f € A’. On a :

iny, f ¢ kU, VP <= v;(f) = sup v;(f — ¢").
geA;

Preuve : On écrit in, f = S Aa UV Si in,, f ¢ k[U,V]P, comme v; est monomiale en (z,y),
pour tout g € Ay, on a v;(f — g7) < v;(f), puisque in,, g? € k[U,V]P. Siin,, f € k[U,V]?, on a :
iny, f=1in,, (> Ao pTPYP) = in,, g7, ou gP € Ay, et v;(f —gP) > v;(f). O
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Proposition 5.2. — Soit j € N* et f € A. On suppose que [ n’est pas une puissance p-ieme de A.
Pour tout © > i;_1, on a :

0 < sup v;(f — ¢”) =supv;(f — g¢") < +oo

Preuve : Soit (B, M) = (A;;—1, M, 1), avec vy = v;, valuation M-adique (donc centrée sur A).

x D’abord vérifions : sup vy (f — ¢7) < +o0.
geB

Supposons qu’il soit infini. On a une suite (g,) d’éléments de B telle que : vy (f — g2) — 400,
d’ou f — g2 — 0 pour dpq la distance M-adique de B, et donc : g — f dans B, donc dans B.
Or: lim gh = f (dans B) <= dam(g%,95,1)——0 (car B est complet)

n—oo

— vmlghi —gh)—— + o0

n—oo

<~ P VM(gn+1 - gn)—> + 00

n—oo

< (gn) converge dans B.
Posons g = lim g, € B.
n—oo

On obtient donc : f = lim g2 = ( lim g,)? = ¢*, i.e. f puissance p-ieme de B.
n—oo n—oo

B < B
Considérons le carré (commutatif) : N N ; avec K = Frac(B) et K = Frac(B).
K — K

Comme A est local, noethérien, complet, c’est un anneau excellent ([EGA] IV, scholie 7.8.3 iii)
p- 215), mais la propriété d’excellence se conserve par passage aux algebres de type fini et par
localisation (méme scholie ii)), donc en particulier B est excellent. Mais un anneau excellent est
un anneau de Nagata ([M], th. 78 p. 257), donc le théoréeme 71 p. 237 de [M] appliqué avec (0)
premier minimal de B nous dit que : K est séparable sur K. (cf. aussi [EGA] IV, §19 : K-algebres
formellement lisses).

Regardons g € BcC IE, c’est un élément purement inséparable sur K car il existe un entier n (n = 1)
tel que : g?" € K, donc c’est un élément inséparable sur K, et en méme temps séparable sur K (car
K séparable sur K), donc finalement : g = ¢ € K, avec a,b € A puisque K = Frac(A4).

Donc f = ( %)p puissance p-ieme de IC, or A étant en plus régulier il est factoriel, donc en prenant
a et b premiers entre eux et en utilisant le théoreme de Gauss, on obtient f puissance p-ieme de A,
ce qui est exclu par hypothese.

 Vérifions : sup v;(f — ¢”) = supv;(f — g").
geB geK

L’inégalité “<” est triviale car B C K. Soit g € B tel que v;(f — ¢g?) = sup v;(f — ¢*) (< +00).
geB

Alors : in,, (f —gP) € k[X,Y]P (lemme 5.1 avec gr,,(B) = k[X,Y] ici).
Par ailleurs on a : sup v;(f — g” — h?) = sup v;(f — h?).
hek hek
S'il existait h = ¢ € K tel que : v;(f — g¥ — hP) > v;(f — gP),
on aurait : v; (bP(f — gP) —aP) > v;(bP(f —gP)), dou : in,, (bP(f — gP)) € k[X,Y]P, et donc aussi :
in,, (f —g7) € k[X,Y]P, exclu ici, donc on a bien 'égalité annoncée.
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« Vérifions maintenant : sup v;(f —g¢”) = supv;(f — ¢7).
geB

QGAz‘j,1

Soit 4 € {ij_1,...,4; —2}. On a les inclusions naturelles : gr, A; C gr,, A;y1 C gr,, B = k[X,Y].
Soient (z,y) les parametres de A;, et (z, %) ceux de Aj4q, (le cas (5 y) ¢tant analogue).
Posons (U, V) = (iny,z,iny,,y) et U' =U, V' =in,, (%) = .

Soit g; € A; tel que v;(f — g7) = sup v;(f — ¢”). On écrit :

geA;
iny, (f — g7)= Z AapUVP ¢ kU, V)P (lemme 5.1)
finie
= AUV E KU VP (car (a,b) # 0(p) = (a +b,b) # 0(p))
finie
dot: vi(f—g¥) = sup v;(f —g¢”), ce qui prouve I’égalité annoncée (par transitivité). O

geEAit1

Proposition 5.3. — Soit f € A non puissance p-iéme et j € N*. On note s; la valeur commune des
sup de 5.2. Soit (x,y) les parametres de A;; 1 et (X,Y) = (in,,x,in,,y). On considére g € A;; 4
tel que v;(f — gP) = s; et soit m € N le degré du polynéme homogéne : in, (f — g?) € k[X,Y].

(m est la hauteur de I'aréte de pente —1 de Ay, _1(f —g) ; m = 0« aréte = point, fig. 6.6). Alors :

sup 1 (f —97) <iex (s, m+1)
geA

]

Preuve : Rappelons que : vj =ordy, _, = ord(x,y)mij_l, (A/l]_\l = k[[z,y]]), donc v;(z) = v;(y)=1
et dans le développement : f — gP = > A\, pz%y° (€ /T”:), les monomes d’ordre (z,y)-adique
minimal (i.e. d’ordre s;) ont leurs (a,b) sur I'aréte de pente —1 de A, _1(f — gP).

Précisément on écrit : f — gP = xsyt( Z )\pyqa:pyq> + Tyss;, = Y Q(z,y) + T))5s,, avec

ptg=m
(5,t) € N2, Xo.ms Amo # 0, et Q(z,y) € k[z,y] est homogene de degré m € N.

Notons : (z,y) = (2i;,y:,) = (x,qj(lﬁ) les parametres de A;; .

Dans Z;, Iécriture précédente devient : f—g? = 2% (y —¢;)'Q(1, 9 —¢j)+Tord, s, (55 = s+t+m),
avec en fait : T = Torq,>s; € Ay, (car f—gP 2,y € Ay)), et v;(T) > 55 (v; = ord, sur A;;).

Posons : Q(y') = Q(L,y' —¢;), P(y') = (v — ¢;)'Q(y’) € k[y'], ainsi : f—gP =% P(y') +Ty,>s,-
D’abord P(y’) # 0 car sinon v;(f — g”) > s;. De plus ord,, P(y') = ord,,Q(y') < deg,, Q(y') = m.
Si sj # 0(p) le monome %y PO e f — g sera présent dans le développement de f — g? — g%
pour tout g1 € A;,, c’est-a-dire, selon la terminologie de [Hi2], que le point (s;,ord, P(y)) de
A (f — gP) est un point “non-soluble”. Dans ce cas, comme pour toute valuation ¥ de K (ici v;

oup;)ona: sup Hf—gP—g¥)= sup ¥(f—g}), la proposition est prouvée.
gleAij g1€Aij

/ ordy

Sis; = 0(p), alors P(y') ¢ k[y'?] car sinon on aurait f—g} = f—g? — P(y’) élément de A;; tel que :
v;(f—g7) > s;. Maintenant dans : P(y’) = >, axy’®, on peut dire que : min{k | k # 0(p)} < m+1.

oP(y Q' 0Q(y'
En offet : I;?(jf )ty e Q) + (o — o)) %5// )= (o) QW) + (0 ) %ﬁ .
d’out : ord,, Z;S//) < deg,, [tQW) + (v — Cj)agg//)] <m

Dans ce cas c’est : (s;, min{k | k # 0(p)}) qui est non soluble et la proposition est prouvée. [J
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§. 6. MINIMALISATION DES POLYGONES DE NEWTON DE f.

Proposition 6.1. — Soient j € N, et (z,y) les paramétres de A;; .
i)V (v,h) € ZxN, (v,h) =0(p) = I H pseudo-monéme de A’ tel que :
{NJ'(HP) = (Uv h): Vj-i-l(Hp) = Vj-l-l(xvyh):
et puj(x’y" — HP) > (v, h).
ii) Si M € A" est un pseudo-monéme réduit, tel que p;(M) = 0(p), alors il existe H € A’ pseudo-
pi (H?) = p1j (M), vjp1 (HP) = vj 41 (M),

monome tel que : {
T et py (M — HP) > p; (M),

Interprétation géométrique : Selon la terminologie de [Hi2], ceci signifie que si un point (v,h) est

“soluble” (supposons par exemple le sommet S; = (M) de A, (M)) , on peut “I'éliminer” (via A’)
“en allant vers le NE” (cf. fig. 6.3).

Preuve : i) On suppose (v, h) = 0(p). Soit e = v — hv;(gj+1) € Z. Posons : u= = € Z.
On peut trouver des entiers by € Z, b; € N, tels que : bov;j(qo) + ...+ bjv;(g;) = u.
En effet les vj(¢;) = B; € N* pour i = 0,...,j, sont premiers entre eux : ils géneérent le groupe
additif Z, (cf. [S1], rem. 6.1 p. 130), donc nous savons 'existence du conducteur, i.e. d’'un élément
c € N tel que : [¢c, +00[NN C BN+ ...+ 3;N, d’otr :

-soit u > ¢, alors les b; existent dans N,

-soit u < ¢, dans ce cas soit n le plus petit entier tel que : u + nfBy > ¢, alors :
u+nfy="bofo+ ...+ bij, et en remplacant by — n par by, on a bien : byfy + ...+ bjﬁj = u.

Considérons alors le pseudo-mondéme : Hg = qgo .. q?j q?ﬁ € A’ qui est tel que : u;(HY) = (v, h).

Rappelons (cf. figure 4.3) que l'on écrit : Hy = Az’y" + T, on A € k* et uj(T) > (v,h), et avec :
vis1(T) = vjp1(2°y") = v;41(Hp). Alors en utilisant le fait que k est algébriquement clos donc
parfait, on a un pseudo-monéme : H = L/\Ho qui convient.

ii) Soit (v, h) := p;(M) = 0(p). D’apres i), on a Hy tel que p;(Hf) = p;(M).

En décomposant H{ (avec 3.3), selon la “pseudo-unicité” (4.8) et la pseudo-monomialité de p; (4.7),
on éerit : HY =M + T, ot v =6+ élt M (6 € k*) est un inversible de A et T € A’ est tel que
;i (T) > pi(M). 11 est donc clair que : H = %Ho convient. [J

Remarque 6.2. — (Justification de la figure 6.3). D’abord on a : vj4 1 (M — HP) > v 1 (M).

Ensuite posons p;(M) = (vj, h;) et considérons I'autre écriture de M dans A;; (cf. 4.2) :

M =6z (y — ¢;)y" + T}, >0,. 1l est clair que si e # 0(p) (i.e. si in,, M non puissance p-iéme),
M—H?

on a : ordy (=

=) = h; + 1, les monoémes de H? étant tous d’exposants multiples de p.

Figure 6.3. — Les trois cas d’élimination possibles pour un pseudo-monome.

A (M)

,,,,,,, Ai], (M-HP)
J

i S s
) v;- Vi
in,, M non puissance p-icme in,, M puissance p-ieme in,; M puissance p-ieme
Vigr (M — H?) > vj 1 (M) vigr(M — HP) = v (M) Vigr(M — HP) > v (M)
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Théoréme 6.4. — Soit f € A non puissance p-iéme. Alors :

pi(f —9g;) = sup pi(f —g°) = sup i (f —g*)

VjieN, g€ ANA, telque:{ 9€ 9€44;
vit1(f —gj) = sup vip1(f — g%) = sup vji(f —g°).
gEA’ gEAij

Interprétation géométrique : Ceci signifie que dans A, (f — gé’ ) le sommet d’ordonnée maximale

T; = Mj(f—gg') est non soluble, ainsi qu’au moins un point sur l'aréte de pente —g, ol f = vjy1(xi,)

et @ = vj11(y;;). On peut donc minimaliser (partiellement) “d’en bas”, c’est-a-dire modulo une
puissance p-ieme de A’, le polygone de Newton de f au niveau de A;;. f

Preuve : * Cas j = 0. On écrit : f =3 Ay oxy?, ot les Ay € k, (et (z,9) = (%0, %0)).
Soit : P = {(a,b) | (a,b) = 0(p) et Ay # 0}, partie éventuellement infinie (dénombrable) de N2
f se décompose en somme de deux séries formelles : f = Z )\a,bx“yb + Z )\a7bx“yb.

(a,b)eP (a,b)g¢P
Le premier terme est une série de A convergeant vers une puissance p-ieme de A (cf. 5.2, preuve
de : 8161]1; vm(f — g7) < +00), puissance p-itme notée gf) (ot go € A = A;,).
Ici ori obtient donc que tous les points de Ag(f — gf)) sont non solubles (donc minimalisation totale

du polygone pour j = 0), et le théoréeme est évident dans ce cas.

x Cas j > 1. On raisonne par récurrence, en supposant avoir obtenu le résultat pour j — 1.

a) Obtention du sommet d’ordonnée maximale 7j non soluble.
Par hypothese de récurrence, on a g;—; € A" et s; € N tels que :

sj =vi(f —gi_1) = sup v;(f —g") = sup wv;(f—g").

geA’ QGAij,1
D’apres 5.2, on a aussi : §; = sthp vi(f—4?) (< +oo).
gEA;;

De plus comme v;(f) > 0,ona: s; >0, dott vj(g;—1) = 0, donc g;_1 € A;; d’apres 4.7 iii).
Maintenant en utilisant 3.3 et 4.8, on a un unique pseudo-monéme M € A’ tel que :

f=07 =M+ Ty, ot p=p;(M)=p;(f—g5_,)

Sipu#O0(p),ona: pu= sup u;(f—g")=sup p;(f—g"), dou: T; = p.
gEAij geA’

Si = 0(p), alors d’apres 6.1 on a un pseudo-monéme HP tel que : M = HP 4T, ~,, d’ou :
=951+ H)P=H +T,,>,,avec p' = p;(H') > p. (On a H,H' € A;; comme pour g]-,l).
Si p # 0(p), on a comme ci-dessus : T; = p/. Sinon on “ré-élimine” x4, et on construit une suite
p<p <p' <... suite majorée par (s;,m+ 1) d’apres 5.3.
On notera (pour la figure 6.6) : g](»r_)1 =g 1 +H+H +...+H" ¢ A'n Aj;; le dernier élément
correspondant & p(" # 0(p). On a donc : T; = u(™ < (sj,m + 1).

B

b) Obtention (d’au moins) un point sur l'aréte de pente —= non soluble (sans toucher a 7).

(r)

Soit vj11 = v (f — 95—1)7 ou I'on renote dans cette section g;_1 le g;y précédent. D’apres 4.8,

dans toute décomposition de f — g?_l selon 3.3, les pseudo-monomes de v;i-valuation minimale
sont uniques. Ecrivons les : f —g7 | = My + ...+ My + Ty, 50, avec vjp1(M;) = vjy1 pour

1= 1, Lo,n, (77, > 1) et hj+1(M1) < ... < hj+1(Mn) d’ou hj(Ml) < ... < hJ(Mn), (47 1) a))

'i' En fait on peut minimaliser tout le polygone selon le méme procédé, (cf. la remarque II, 3.2, 22)), mais ceci n’est pas

indispensable dans ce qui suit.
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Posons S; = (vj(My), hj(M,)) = p;(M,), (fig. 6.5 : le point d’ordonnée maximale sur I'aréte —g)
Soit (z,y) = (wi;,y:;) et (U, V) = (iny,,,,in,,,,y).

Si S; n’est pas soluble, on a : in,, , (f —gj_;) ¢ k[U,V]?, d'ott d’apres le lemme 5.1 :

viti(f —gj_1) = sup vipi(f —g°) := 841
QGAiJ»
Mais A" C K, donc avec 5.2 : sup vj1(f — ¢*) < supvjp1(f —¢°) = sj41 < sup v (f —gP).
geA’ geK geA’
On a donc I’égalité et dans ce cas on prend g; := g;_1.

Si S; est soluble, d’apres 6.1 on a : M, = HP +T), ~s,, avec (cf. 6.2) : v;41(Ty,>s;) = vj41. Donc
dans le nuage de points N, (f — gf_l — HP) on remplace les points venant du développement de
M,, (y compris S;) par des points situés “au NE” de Sj, (cf. fig. 6.3). Donc A, (f — g5, — HP) (le
bord de I’enveloppe convexe) ne peut étre que de 'un des deux types représentés dans la figure 6.5
suivante. Notamment les sommets de A; (f — g7_;) situés (strictement) “a4 gauche” de S; restent
“intacts” dans Ay, (f —gj_; — HP), (et en particulier T}).

Figure 6.5. — (Avec: gj_, =g;—1 + H).
L —— Ai. (f_glp—l)

M
1S

30

0 vj My vj(%’) 0 vj(Mn)

Conclusion de b). On réitere cette “élimination” tant que le nouveau sommet créé SJ(-n) est soluble.
Ce procédé est borné : a v;,; constant la suite (hj(S](n)) est strictement décroissante minorée
par 0, et (Vj+1(SJ(-”))) est croissante majorée par vj41(7;). Donc au plus SJ(S) = T; qui lui n’est

pas soluble. On pose alors : g; := g](-s_)l, et comme expliqué ci-dessus on a ’égalité des sup. [

Figure 6.6. — Historique des polygones de Newton étudiés le long de I’équerre I';, (j € N*).
(m = deginy, (f = gj 1) 5 inu, (f = g7 1) € g, A1, cf. 5.3)

m+1]




§. 7. FORME NORMALE DE f.

Définition 7.1. — Soit f € A non puissance p-ieme, j € N, et (x,y) les paramétres de A;, (1.1).
[ est dite sous forme normale (ou normalisable) dans A;, si 3 g € A'NA;; tel que : [ = gP + vz,
- soit «y inversible de A;; et a # 0(p),

avec : . . .
{— soit v parametre de A;; transverse a x. T

Cette écriture signifie que A, (f — gP) est (quasi-)droit, de sommet (d’ordonnée maximale) non
soluble : T'(a,€), ot e =0 si a Z 0(p) et e = 1 si y transverse a x.

Notons dans ces conditions (cf. 6.4) que : (a,€) = sup p;(f —g"), avec en particulier :
gEA’ﬂAi,
a= sup v;(f—g") (eN). !
geA’ﬂAij

Notations 7.2. — Pour tout f € A" et j € N, on note [;(f) la longueur du pseudo-monéme qui
donne le sommet d’ordonnée maximale de A;,(f) (cf. corollaire 4.8).

Par ailleurs si f € A non puissance p-iéme, on a construit dans le théoréme 6.4 pour tout j € N un
élément g; € A" N A;,, et avec 4.8 un unique pseudo-monéme H; € A’ N A;,, tels que :
wi(f —g%) = pi(Hy) = Tj # 0(p), ol Tj est le sommet d’ordonnée maximale de A;, (f — g}).

On a vu aussi que : Tj(s;,hj) € N, avec :
sj = vi(Hj) = vi(f —g5) = SSE/ vi(f —¢") (premiére composante de 11;(H;)),
hj =h;j(H;) (deuxiéme coanosante de p;(Hj)).

On notera dans ce qui suit : [; = 1;(f — gf) = [(H;) pour tout j € N.

Théoréme 7.3. — Soit f € A non puissance p-iéme.

A. Il existe un entier naturel j < 2l — 3 silg > 3, ou j <l silg < 3, pour lequel f est sous forme
normale dans A;; .

B. Soit j; I'entier minimal pour lequel f est normalisable dans Aijf et soit j > jy. On a f normali-

sable dans A;, (i.e. la condition est stable aux sommets des équerres). De plus quand i; < i < ijy1,
avec g = g; € A'N Ay, tel que : f = g + ;2% soit Ai(f — gP) est droit de sommet non soluble,
soit il est constitué d’au plus deux sommets avec celui d’ordonnée maximale d’ordonnée égale a 1.

Preuve : A. On utilise les g; construits en 6.4 et les notations de 7.2. On va montrer que (h;) est
d’abord strictement décroissante et majorer de fagon uniforme j pour lequel elle devient ensuite
(quasi)-stationnaire, i.e. telle que ’on soit dans 1'un des deux cas suivants. Dans ces deux premiers
cas on note (x,y) les parametres de A;, (j € N).
e Cas1: hj:0<:>lj < J.
Alors A (f —g}) est droit, d’ott Vécriture : f—g¥ = yx%, pour v inversible de A;; 11, et s; Z 0(p).
eCas2: hj=1l<=lj=j+1etajy =1, (i.e. Hj :qg“...q;jqurl).
Alors A, (f — gg’ ) est soit droit, soit constitué d’une seule aréte de pente —% avec ¢ € N* d’ou :
=97 = ma®iy + y2a°7¢, avec y; inversible et v inversible ou nul (de k[[z,y]] = 71;) Ainsi :
f— gﬁ' = % (’yly + szc), le terme dans la parenthese étant parametre de A;; I, transverse a .

T La forme normale de f apparait sous la “condition (*x)” dans [G], (prop. 1.5 p.112).
'H' A priori vy € k[[z,y]] = Z; (cf. def. 1.4), mais on a : yz°i € z°J Zi\jﬁAij =z Aji; (par fidele platitude), donc y€A; ;.
i Soit y=v1y+7y22°. Comme ci-dessus : yz°i € ZSjX; ﬁAij =z Aij donc on peut supposer vy € Aij-
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Dans ce qui suit on se réfere a la figure 6.6.

On voit notamment que : fm < hj_j,et: hy <m+1< h

- .
3 + 1. Donc :

hy < M4 (i)

Comme [ > 2, cette inégalité donne : h; < h;j_1 si hj_1 > 1, (sauf a priori si § =2 = h;_1, mais le
cas 3 suivant montre qu’alors h; < 1 < hj_1), donc déja on obtient : (h;) strictement décroissante
jusqu’a un certain j pour lequel on a le cas 1 ou 2, i.e. pour lequel on a la forme normale.

Notons que si m = 0 (i.e. un seul monoéme %" & v; minimal dans le développement de f — gf_l,
par exemple si hj_; < ), alors on a h; < 1, d’ott directement la forme normale pour ce j.

e Cas 3: hj_ = =22 = G et m = 1, (I'éventualité m = 0 vient d’étre traitée).
J
Notons ici (z,y) les parametres de A;;_,. Selon la proposition 2.1 : in,, q](.:{;l) = in,, (yP + c;z®),

avec : = vj(z) = " et a = v;(y). La représentation de A, (f — g¥_;) est la suivante :
i .

avec nécessairement : H;_1 = vq° ... q?i 1 g4
aqj— a;
(Hj—1=745"...q;77 q; est exclu : a; < f3).

_ 1
(Bt A= ).

0
Reprenons I'écriture : f — g7 | = My +... M, +Ty;55;, oun > 1, v;(M;) = s; = sup v;(f — g*),
’ gc A’

avec h](Ml) <. o< hJ(Mn), d’ou hj—l(Ml) < ... < hj—l(Mn) et M, = Hj—l (Cf 47, 48)
Ona: hj_1(M,) = (3, et comme il n’y a pas de point a coordonnées entieres autre que les extrémités
sur le segment [T;_1B;_1], (car pged(a, §) = 1), on a éventuellement un seul autre pseudo-mondme
M, de valeur v;(M;) = s; (tel que hj_1(M;) =0). Par ailleurs : 1 = h;(H;_1) < hj_1(Hj—1) =3,
et h](Ml) = hj_l(Ml) =0 (Si M1 existe).
Détaillons les différents cas possibles, en précisant a chaque fois les coordonnées du futur sommet
d’ordonnée maximale T)(s;, h;), (i.e. précisons h;).
Si M n’est pas présent : f — gffl =H; 1 +T,,>s;-
Comme : h;(H;_1) =1, on a Tj(s;,1), donné par H; = H;_;.
Si M, est présent : f — g?_l =M +Hj_ 1 +T),>s,-
Soit s; # 0(p), alors Tj(s;,0), (donné par M;).
Soit s; = 0(p). Dans ce cas selon la preuve a) de 6.4, on doit “dissoudre” M :
M, = H? + Z Ni+T,,>s;, (d’apres 6.1).
hj(N;)>0
vi(Ni)=s;
De plus on a : Hj_1 =~'z%~*(y" + ¢;a®), My = y12%-7% (v/,7; inversibles de A;, ). Alors :

- ou bien : in,, (M;) puissance p-ieme < v;(My) # supv;(M; — g7) & s;_1 + a = 0(p), dans
ce cas soit il n’y a pas de N;, soit min h;(N;) = 0(p) d’ott h;(N;) > 2 pour tout 7, et dans ces deux
éventualités on a T)(s;,1) donné par H;_; (qui est lui de j-ieme hauteur 1).

- ou bien : s;_; + « # 0(p), mais comme : s; = v;(S;_1) = vj(2%-1y") = B(s;—1 + a), on a
nécessairement § = 0(p). Alors hj <m+1=2<p< [ =h;_;. En effet p =2 est exclu de cette
éventualité : si p = 2, comme les développements de H;_; et M; donnent tous deux le monome
x%-17% on serait dans le cas m = 0. Par ailleurs h; = 2 est ici possible (cf. exemple 8.4).
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Conclusion du cas 3. On a toujours : h; <1 < hj_1, sauf éventuellement : h; =2 < h;_1, quand
B=hj—1=0(p);s; =supv;(f—g") =0(p) et p#*2.

e Casgénéral : hj_1 #£0 < ;1 >j—1. (Hj_1 = %" qj’__ll ...qzlle, avec a;,_, #0).
Dans ce cas : hj 1—a]+aj+1 “1+ Aag, L]_l,
e taj a]+2ujﬁ +..otay, ug; +1,
E(h +1)=14a;41 + aj+2u311 +...ta,_, 1;13;11 , (car 0 < Zﬁﬂl <1).
Par ailleurs : h; € [uﬁl , 1;’ : [ (ou est nul si [; < ), donc avec (i) et 3.2 :
S < hy <m+ 1< B(ME 1) < B
On en déduit I'inégalité : l; < lj1+1 (ii)

O Cas dégalité : [j =1y +14= = =hj =m+1=E("2 +1) = =2

J+ Uj+1

L’exemple 8.2 montre ce cas sous forme simple, comme ’exemple 8.4 évoqué ci-dessus. Voir aussi

les exemples 8.6 et 8.7.

Vu la valeur de E(% +1),danscecasona: lj_1 > jetap= "“ —lpowrk=j+1,...,1;_1.
Yit2 Yoy , .

Donc on écrit : H;_1 = q;° .. q] q]i? .. .qu’“ et Hi =q° ... qjqu .

—1
Notons de plus que pour “atteindre” h; = m + 1, (h = h,;(H )) la preuve du théoreme 6.4 et la
proposition 5.3 montrent que nécessairement : s; = v;(H ) 0( ), et h; # 0(p).

& Il n’est pas possible que cette égalité se produise deux fois consécutivement.
En effet supposons en plus de ’égalité ci-dessus que : [;41 = [;+1. Alors: [; > j+1, et la condition
Yi+2 4

sur les by (k= j+2,...,1l;) donne : I; = j+2 (et =2 =2). D'ou: Hj_1 = q;°.. qj g

u+2

b o
et H; = qgo ---q;'qj4o. Nous sommes donc ramenés au cas 3 avec H; (indice augmenté de 1),

précisément avec 3;, = Zjﬁ = h; # 0(p) (cf. ci-dessus), d’out hjy1 < 1 et [;41 <Ij, impossible.

e Conclusion : borne uniforme pour 'obtention de la forme normale.
Soit jr € N l'indice j minimal pour lequel on a : h; <1
Ona:lg=0<+= hy=0= j; =0, mettons de coté ce cas et supposons j; > 1.
L’inégalité (ii) ne “doublant” pas, elle donne : I; < [y + E(jH) pour j =1,...,jf.
La suite (j + 1);<;, croit donc plus vite que la suite (1;);<;j;, et pour j = jy elle la dépasse :
lj, < jy+ 1 par définition de jy.
Supposons j; > 2lg — 1. Prenons j = 2y — 2 et soit H; = q" ...quj. Alors I; <2lp—1=j+1,
donc ou bien I; < j + 1 alors h; = 0 et j5 < 2lp — 2 exclu, ou bien [; = j 4+ 1 et aj41 = 1 alors
hj = 1 exclu aussi, ou bien l; = j+ 1 et hj = aj41 > 1 mais aj41 < = jf d’olt hjt; <1
(dapres (i) et alors j; < j+ 1 =2l — 1 exclu.
Donc déja on obtient jr < 2ly — 1, mais en fait on ne peut pas aller jusque la (sauf si [y = 1).
En effet obtenir j; = 2y — 1 (ou j; = 2lp — 2) nécessite d’avoir 1'égalité “une fois sur deux” depuis
le “départ”, or lorsque j + 2 égalise [; avec H; = ¢;° . ..q?j qi; (produit par I'égalité), le cas 3
(sim =1) oule cas m = 0 nous donne : hj 1 <1doujr<j+1.
Un simple calcul montre que pour lp = 2, au plus j +1 = 2 donc j; < 2, et pour [y > 2 alors au
plus j + 1 =2l — 3.
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B. Stabilité de la forme normale. Supposons que pour j € N* on ait hj_; < 1. On a vu que
nécessairement m = 0 (fig. 6.6), d’ott h; < m+ 1 = 1, et donc par récurrence pour tout j' > j, on
obtient hj < 1 d’ou la forme normale dans AZ»J,,.
Par ailleurs on a vu que A;;_,(f — g7_;) est soit droit de sommet (s;,0) # 0(p) ou (s;,1), soit
admet deux sommets dont celui d’ordonnée maximale est (s;,1).
Rappelons (3.1 c)) que sii € {ij_1,...,ij—1 — 1}, Popération géométrique o qui permet de passer
a+b,b) si(z; ; T, L
de A;(f —gj_1) a A1 (f — g5 ;) est définie par : o(a,b) = { Ea};# a)) S Ex:;:ziig Eyj: zz))
On vérifie qu’elle ne fait pas apparaitre de points solubles (i.e. (a,b) # 0(p) = (a+b,b) # 0(p) et
(a,b+a) # O(p)), on vérifie aussi qu’elle conserve les polygones droits et transforme un polygone
a deux sommets dont celui d’ordonnée maximale est (s;,1) soit en un polygone droit, soit en un
polygone de méme type, d’ou la derniere assertion du théoreme. []

§. 8. REMARQUES ET EXEMPLES.

Remarque 8.1. — L’inégalité : [; < [;_; + 1 est valable pour tout j € N*. En effet on I'a
vérifiée pour hj;_; # 0. Supposons hj_; = 0. Alors dans le développement de f — 9?1 il n’existe
pas de pseudo-monoéme H tel que vj(H) < v;(H;_1) car Ay, ( f — g7_,) est droit de sommet
(vj—1(H;-1),0) donc v;(f — g;_1) = v;j(Hj-1). Donc ou bien v;(H;-1) = 0(p), on translate H;_;
d'ott un H; # H;_1 tel que h; = 1, (cf. fig. 6.3 avec ici v;(H;) = V]( _1) = supv;(f — gP) ie.
in,; H;_1 non puissance p—iéme) et alors [; =1;_1+1 ; ou bien v;(H;_1) §é 0(p), alors H; = H;_1,
l; =1;—1 (et h; = 0). Notons au passage qu’en général h;_1 =0 # h; =0.

Notons aussi que si hj_1 > 0 et si il n’y a pas de translation a faire pour trouver H; (par exemple

quand v;(f —gj_,) # 0(p)), alors on a : I; < l;—1. En effet dans ce cas on “trouve” H; parmi

les pseudo-monomes M;, de v;-valuation minimale de f — 9?-1 (“sur” Daréte —g) et ceux-ci sont

tels que : hj_1(My) < hj—1. Quant a I'inégalité stricte [; < [;_1, on 'obtient par exemple avec
f=95 1 =qj41+M ouv(gir1) > vj(M) #0(p) (mettons : f — g5 = g2 +xy avec g2 = y* + z°).

Exemple 8.2. — Exemple du cas d’égalité (en caractéristique p = 3) : [y =1y + 1.

Soit f —gf =2 + ay?, avec : o = y* + 2t (11(z) =3, 1i(y) =4, 1i(q) = 12).

Iei Hy = zy?, ho = 2, lp = 1. Mais p1(2?) = (v1(2?), h1(2?)) = (6,0) = 0(p), donc d’apres la
preuve de 6.4 (cas ji=1, a)), on doit dissoudre 2, et d’apreés 6.1, on cherche (bg,b1) € Z x N tel
que : vy (zboybr) = %, i.e. tel que : 3by + 4by = 2.

On doit avoir (cf. fig. 6.3) : 22 = (xPoy®1)P + Z N; + T, > ; et si I'on réduit (xboys)P

v1(N;)=6
h1(N;)>hi (2%)=0

(selon 3.3), par unicité des pseudo-mondmes de v;-valuation minimale (4.8), on doit retrouver z2.
Prenons par exemple : (b, b1) = (—2,2).
Alors : (x729y%)3 = 27%(qo — )2 =253 + 27 %qx + 22, d’out :

f—gb— (@23 =f—g) = —272q2 — 275¢3 + zy? ; avec les valeurs :

oo (6,1) < (6,2) < (11,0).

Ainsi: Hi =27 %¢qy, hi =1,et: [; =2 =1y + 1.
Notons qu’en prenant (bg, b1) = (—6,5), on obtient (apres calcul) :

Fogh+ (@05 =f— gl = 2 2qp — 2702 + 271963 + 2~ Mgl + 271863 + wy?;
avec les valeurs pour v : (6,1) < (6,2) < (6,3) < (6,4) < (6,5) < (11,0).
Ceci montre I’existence et I'unicité de H; = x~2¢y, dans deux décompositions : f — g} et f — g'.
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Remarque 8.3. — La “non-unicité” de la décomposition 3.3 en pseudo-mondémes réduits d’'un
élément de A’ résulte du probleme des inversibles, exemple : yg2 = g2 + 2q2, (7 = 1 + ).

Par ailleurs dans une décomposition f = > M;, les points de A(M;) d’ordonnée < h, (cf. fig. 4.9)
ne se “voient” pas forcément. Exemples : f = ¢ — 23, avec ¢o = y? + 22 et p quelconque, ou
f=q + a3 avec go = y> + 22 et p = 2. Notons ici que ¢s et 23 sont tous deux de v;-valuation
minimale (égale & 6), et sont donc uniques d’apres 4.8.

Exemple 8.4. — Cf. le cas 3 de la preuve du théoreme 7.3.
Soit f —gb = Ho+ My = 2%qa — 28, avec : qo = v — 2% et g3 = ¢3 + 27yqe + 2'1y.
Ici: 8= ho=3=0(p), le sommet d’ordonnée maximale de Ag(f —gh) est : Ty(4, 3), et en utilisant
2.1 on a les valuations suivantes :
vi(z) =3, vi(y) =4, vi(g2) = 12, r1(g3) = 2v1(g2) = 24,
vo(r) = (2,q3) = (,43) = 6, 1a(y) = 8,
v2(g2) = (g2, 43) = (g2, 2''y) = vi(atly) = 37, 12(gs) = 2v2(q2) = T4
Donc : v1(Hp) = v1 (M) = 24, pu1(28) = (24,0) = 0(3), et on doit dissoudre M; = z8.
On cherche (b, b1) € (Z,N) tel que : 3by + 4b; = %IB) = 8. Prenons by =0, by =2, d’ou :
Yo =a3 —2Tyq —atly —atge + 2% et f—gf+y® = g3 — 2Tyge — 'y
v 24 37 37
vy 1 74 87 74
Alors : Hy = g3, avec : hy = %3 =2, et Hy = 2y, avec : hy =0 (74 £ 0(3)).

U2

Remarque 8.5. — Cas ou l'on ne fait aucune “dissolution” dans f (par exemple si p = 0).

Les §. 1, 2, 3, 4 sont indépendants de la caractéristique, les §. 5, 6, 7 n’ont pas de sens quand
p = 0. L’énoncé “faible” { du théoreme 7.3 est le suivant (valable en toute caractéristique) : Soit

feA,f#0. Il existe j < lo(f) tel que : f = 'yaciyjj(f) avec v inversible de A;, donc tel que le
polygone A;  (f) est droit, de sommet : T; = (v;(f),0).

i—1
B
Cette condition est ensuite stable pour tout j' > j, et si ij < i < ij41, alors f = y/z¢y?, avec v/

inversible de A;.

En effet ici pour tout ¢ > 1 on a : h; < et I; <l;—1 (cf. 8.1, on prend les g; nuls pour tout 7).

Remarque -exemple 8.6. — Cas particulier donnant directement la forme normale.

Supposons que pour k < 2ly — 3, le pseudo-monéme de f — g; de py-valuation minimale, soit :
My = vq° .. .qZTll, avec ag41 Z 0(p). On a vu que : si := v (M) = supvg(f — gP) et que :
Tk (Sk,ak+1), est donné par : Hy = My = fyk:xf:yf:“, (hx = ags1), d’ou la forme normale pour
j=k+1, (car hrt1 < 1: cf. (i)), ou méme éventuellement pour j =k si apy; = 1.
En particulier si f = My, (cf. ci-dessous), A;, (f) et A;, (f — gp) ne différant que par des points
solubles, on est siur que : hg > hy > ... > hy = apy1 ; Hy = My (par unicité) et hpy; < 1,
sans avoir a déterminer hg, hi ..., hx_1, qui ne sont pas forcément donnés par My, (par exemple
Hy # My, si: (ag,a1 + agug + ... + app1ups1) = O(p)).
Exemple (pour p = 3) : prenons f = g3, avec : ¢a = y?2 + 23 et g3 = qg’ + 16 — a:SqS.

vy 2 18 32 28

vy 1 96 96 112
On peut directement affirmer ici que : Ho = q3 donc hy = 1, d’ou la forme normale pour j = 2,
sans avoir & déterminer Hy, H; qui ne sont pas ¢gs. Vérifions ceci.

'i' Cet énoncé n’est autre qu’une version quantifiée pour A’ du théoréme de principalisation d’Abhyankar ([A8], th.2 p.341,

ou [A1], prop.3 p.505, et d’autres ...).
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Si l'on cherche d’abord (go, Hp), on doit minimaliser globalement Ag(f).

Ici : ¢3 = 4% + 2° et les deux autres pseudo-monémes de g3 ne donnent pas de mondomes solubles
de Ag(f), donc go = g2 et f — gh = 2% — 28¢3. Donc Hy = 2%¢3 et ho = 4.

Ici on a aussi H; = 2%¢3 (et g1 = go) puisque 28 # 0(3) donc hy = 2.

Puis pour trouver Hs, selon 1'algorithme on doit dissoudre x'°, le calcul donne :

210 = (—q2)3 + g3 + 28¢3, d’ou en remplagant : f — gb = g3, avec go = 0 et Hy = g3 !

Remarque -exemple 8.7. — Soit j > 1 et My, M5 deux pseudo-monoémes de A’. On a :
vj(My) = vj(Mz) et hj(My) < hj(Mz) = vj_1 (M) > vj1(Mz). (%)

Ceci se vérifie immédiatement avec la figure 4.3 et 4.7 i) a), ou par le calcul (cf. annexe 3).
Supposons 1'égalité : [; =1;_1 +1,avecl =1; —1>j. Onavuque: H; = qgo .. .q?quH, donc la
remarque 8.6, ajoutée au fait que: 3 H € f — g% | v(H) < w(H;) et hy(H) > hi(Hy) (récurrence
via (*) et 4.7 i) a)), porte & penser que : H; = H; (i.e. le cas d’égalité entraine la forme normale).
Mais il est possible qu'il existe un pseudo-monome H de f — g7 tel que v (H) < v(H;) avec
hi(H)=0et y(H) =0(p) dout g; # g; (cf. ci-dessous avec j =1letl=2: 11 =lyp+1et g2 # g1).
Soit : f —gh = (1 +2Y)23yqe + 2tqe + 21ty — 28, avec : o = y> — 2t et g3 = ¢3 + 27yqa + 2'y.

12 25 24 37 24 12 24 24 37 37

vy 63 61 74 48 37 74 T4 87 74

Le polygone de Newton Ag(f — gh) est le suivant :

in, (f-g°) : pente -3
Vl(go) p 2

0
On aici: Hy = 2%yqo ; To(3,4) ; ho = 4 ; lo = 2, et pour trouver H; il faut dissoudre —28.
Le calcul donne : —a% = —y6 +q3 — :1:7yq2 — xlly — 2%gqo, d’olt en remplacant :
f=a0 =f—gb+v°=2yqa + gs.
vy 25 24
Uy 63 74

On a donc bien le cas d’égalité : [ = lp + 1 puisque H; = ¢3, avec : hy = Z—; = 2, mais ¢3 n’est pas

Hy, on a: us(23yge) = (63,0) = 0(3), donc il faut encore dissoudre z3ygs. Le calcul donne :

=gl + (@7 'yq2)® = iz 8qaqs + 72q3 + 2725 + 1'% + 307y g3 — nax'T — e,
vy 1 63 63 74 76 76 102 102 115
avec les inversibles de A : v1 =1+ 23y, o =1—2°, y3=1+2%et 74 =1 — 23y.

Donc : Hy = 37 8qaqs, (p2(Hz) = (63,1)), g2 = g1 — 2 *yqa, et : ho =1, 1o =1 = 3.
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Notons que : (1/1 (x78q2q3), hl(x_sngg)) = (12, 3), point soluble représenté avec A;, (f — g7) :

8 oop AP
mv2 x ) mv2 (g g )-mv2 (f—gl)

(Pent 2)
ente —
13
3 e T~

12 25 315 3

Vérifions les prévisions précédentes en effectuant les éclatements “de facon classique”.

La suite d’éclatements de Ag & A;, est : (z,y) = (z,§) <= (7,9) < (5,9) < (2,2 - 1) = (2,9).

On a : g2 = $12(y/ 4 1)8y/ Cq3 = 7%24(2/2 —|—’)//:C13) et x?’qu — ’y”x%y’,

oit: y=(1+y)1% 7 =(1+y)° " =0+y)""

Par ailleurs :

- avec (z,y) de Ag : f —gh = 23y* — 2Ty + 27yt + 2ty3 + 28,

_ avec (:c,y') de Ai1 . f_gg — x24(y’+1)17+:C24(y'+1)16+x25(y’+1)18—x25(y'—|—1)17+x37(y’+1)26.

Comme : (y + B =18 —¢? +1, CL, =17=-1(3), C%, =1(3), Cls = 1(3), C3, = 0(3), on a :
f - gg = .%'24( -1+ yl2 + Tdegy/ >2) + .1'25 (O - y/ + Tdegy/>1) + 137(1 + Tdegy/>0)7

dot Ay, (f — gb +2%1) = A, (f — gY), représenté sur la figure précédente (z4 = x;, = z).

Enfin, de A;, & A;,, on a 6 éclatements de type : (z,y) — (2, %) puis: (z,y) — (%, y) — (x, 2+1).
Soit encore (z,vy') = (2i,,%i,) ces derniers parametres, on a : ga = A\z37 et gz = N2y, (avec
A, X inversibles de A;,), et le terme —z*%y" de vp-valuation minimale de f — gf + 27* devient :
(y/ . 1)32‘%63'

Comme C3, = —1(3) on voit que I'on retrouve comme prévu : hy = 1 dans Ay, (f — g + a2t — 2%%),
(hauteur donnée dans f — gb par Hy = 27 8¢aq3).
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DEUXIEME PARTIE

Application aux surfaces :
2+ f=0

2" rez+ f=0.
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§. 1. CONTEXTE GENERAL (cf. [Hi2], [A1] et [S2]).

On considere X sous-schéma fermé integre de dimension 2 de Z, ou Z est un schéma (noethérien)
régulier de dimension 3, algébrique sur k, avec k algébriquement clos, de caractéristique p > 0.
Soit £ € X un point fermé. Notons R = Oz ¢ I'anneau local de Z au point £, M son maximal et
Rle complété de R pour la topologie M-adique. Notons de méme : S = Ox ¢, de maximal Mg.
Les hypotheses font de R une k-algebre de type fini et un anneau régulier local (donc factoriel) de
dimension 3, et 'immersion fermée X — Z donne : Ox, ¢ 2 Oz ¢/Hz ¢, avec Hz ¢ = H idéal
premier de hauteur 1 de R (car Ox ¢ inteégre de dimension 2), donc idéal principal : H = (h). |

La multiplicité de X en & est : ordy/h = orde:Eh7 et on a :

€ régulier <= Ox ¢ régulier <= ord,/h = 1 <= h parametre régulier de R (ou de ﬁ)

Par ailleurs : k — R — E, et R est un anneau régulier local équicaractéristique, avec k = ﬁ/ M
(k = k et & point fermé), donc d’apres le théoreme de Cohen, on peut choisir (z,y, z) systeme

régulier de parametres de R tel que R kllx,y, 2]
Notons : A = k[[z,y]], M = (z,y) et K = k((z,y)) = Frac(A).

Soit v une valuation de K = K(X) centrée en le point £ de X. Définissons globalement une suite
d’éclatements permis ([Hi2], pp. 103-107), le long de v, par :

Dq Dy D, Dypiq

N N N N
X=X, 2 X5 2 X, = X, L . (®
N N N N
Z=2, Lo oz Mz, Aoz A3

ou pour tout n € N :

- D,, est soit un point (fermé), soit une courbe réguliere de Z,,, et est contenu dans le lieu de
multiplicité maximale de X,,,

- II,, est I’éclatement de Z,,, de centre D,,, dit “monoidal” si D,, = courbe et “quadratique” si
D,, = point,

- Xpy1 est le tranformé strict de X, par II,,, (d’ott 7, = Il,x,
centre D,,),

.41 est I'éclatement de X,,, de
- D,, contient le centre &, de v sur X,, : {o =& et £,41 € W;l(fn), avec &,11 unique car m, est
un morphisme propre (et birationnel).

Le théoreme d’uniformisation locale dit que I'on peut trouver une suite d’éclatements de ce type
telle que pour n assez grand le centre &, de v dans X,, est régulier. {7

Abhyankar a réduit (par des arguments de théorie de Galois, cf. [A1]) ce théoreme au cas ou : v
est rationnelle non discréte et h = 2P +eP~1z + f (avec e, f € A), et 'a prouvé ([A1], th. 6 p. 514)
en montrant que 'ordre des transformés stricts de § finit forcément par étre strictement inférieur
a p, cas analogue a la caractéristique 0 (cf. [A7], [Hil] -par exemple-).

T En fait si on prend seulement X réduite, en utilisant la décomposition primaire de H=+v/H réduit et le théoreme de
I’idéal principal de Krull, on obtient aussi H principal, avec dans ce cas H=(h1...h,), les h; irréductibles de R.

TT Conjecture générale (cf. [S2]) : si X schéma ncethérien excellent (non nécessairement intégre, dimension quelconque),
YV v centrée en un point & d’une composante irréductible W de X,eq, alors il existe un éclatement IT : X' —X tel que le

centre de v sur le transformé strict W’ par IT de W est un point régulier de W et X’ est normalement plat sur W’ en ¢’.
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On étudie ici, pour v rationnelle non discrete, les cas ou :
x h=2P + f, avec f ¢ AP et ordp f > p,
forme dite purement inséparable, sous laquelle b est irréductible dans R = k[[z,y, 2]] (cf. annexe 4),
x h =2 +ez+ favece#0et ordy(ez+ f) > p,
forme dite d’Artin-Schreier T sous laquelle h n’est pas irréductible en général, comme le montre
I'exemple suivant : b = 2° — (z4y'? + 289y*) 2 + 2% + 2%¢y13, dont xy® + 22y est racine.

Nous supposerons dans ce qui suit que ) est irréductible dans R.

Proposition 1.1. — Soit v une valuation de K rationnelle non discréte centrée en un point (fermé)
¢ de X, i.e. centrée sur le maximal de OX . Soit H = () idéal de R, ot by est sous forme purement
inséparable ou d’Artin-Schreier dans R. Alors v admet une extension unique U centrée sur R/ H et

de méme groupe de valeurs. De plus R/H est une extension entiére de A et la restriction de vV a A,
notée v*, est aussi rationnelle non discréte.

Preuve : Rappelons que S = Ox ¢, de maximal Mg, et K =Frac(Ox ).

Les valuations de K, centrées sur Mg, correspondent bijectivement -par extension restriction- aux
valuations de K —FracS centrées sur Ms R R R

En effet § = R/ H est intégralement clos car R est factoriel et H = (h) est premier dans R, donc
le théoreme 3.1 p. 116 de [S1] s’applique. En fait dans le cas des valuations réelles non discretes
Ihypothese “intégralement clos” est superflue, v et son extension v ont le méme corps résiduel (k
algébriquement clos pour v rationnelle) et ont le méme groupe de valeurs (cf. [A1] prop. 5 p. 514,
ou [S2], §. “extension d’une valuation de rang 1 au complété formel”).

Maintenant on vérifie (avec le corollaire 2 p. 146 de [ZS2]) que :

kl[z,y]] — kllz,y,2]]/(h) = k[[2,y]][2]/(b) = k[[z, y]][z] (ol Z = classe de z modulo (h))
est un morphisme local, injectif et entier, avec au niveau des corps de fractions respectifs :
K —— KJz] = K(2) extension algébrique finie de degré p.

Dans le cas o h = 2P + f, c’est une extension purement inséparable (de degré d’inséparabilité p,
de degré de séparabilité 1), et méme une extension normale : comme 2P + f = (z — 2)?, on a K|[Z]
corps de rupture et de décomposition de § sur K.

Dans le cas ou h = 2P + ez + f, c’est une extension séparable (de degré d’inséparabilité 1, de degré
de séparabilité p).

Soit v* la restriction de 7 & A, les lemmes 1 et 2 et leur corollaire dans [ZS2], p. 51, 52, donnent :
v* et U ont méme rang et méme rang rationnel et sont simultanément discretes ou non discretes.
De plus comme : k — R,« /M, — R5/M- avec k= R;/M5 onaaussi: k= R,-/M,-.

En conséquence v* est aussi rationnelle non discrete. [J

Note 1.2. — On utilise dans tout ce qul suit les résultats de la partie I avec la valuation v*. Soit
(gr)ren une suite de curvettes pour v*. Comme R = Ry = k[[z,y, z]] ~ k[[qo, q1, #]], nous pouvons
supposer que : (z,y) = (q0,q1) = (xo,yo) et les ¢, sous forme de Weierstrass, (cf. I, 2.1).

Pour tout n € N on note H, 11 = (h,41) le transformé strict de H,, = (h,,) avec ho = b.

De plus on note (xy,, Yn, 2,) les parametres de R,, = Oz, ¢, , en prenant pour (z,,yn,) les parametres
de A,, définis en I, 1.1, quant au parametre z,, il sera précisé par la suite.

'i' Terminologie en référence au théoréeme d’Artin-Schreier ([L], th 6.4 p.290), qui dit notamment que le polynéme z¥ —z—a

avec a € IC, soit admet toutes ses racines dans K, soit est irréductible sur K.
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Proposition 1.3. — (Suites d’éclatements locaux le long des valuations).

Tant que la multiplicité ne baisse pas, i.e. tant que : ordps, b, =p, on a :

a) b1 = b, /th, avec div(t,,) diviseur exceptionnel de I’éclatement I1,, (t,, = x,, ou t,, = yy),

b) les suites d’éclatements locaux le long des trois valuations v, U, v* précédentes sont représentées
dans le diagramme commutatif suivant :

(4) ((5),v) ((6),7) (1), v*)

K _ K(X) I/(\v algébr’ique IC
U U degré p U

Rn = Oznygn OXn,fn = Rn/Hn — Sn A— A

L L L L

R=0 Ox¢=R/H —— R/H="Hggal 250 A= ka,y)

Les suites (4) et (5) sont respectivement duales de (3) et (2), la suite (1) est celle de I, §. 1, (sauf
qu’ici dans (1) on a des fleches supplémentaires : A,, — A,+1 quand II,, monoidal, cf. annexe 5).

Enfin, notons qu’avec S,, = Ox, ¢, ona: S, C S”; = }/2;/}/[; = §n D f/l:l

Preuve : a) Voir par exemple [LN], appendix, p. 112 ou [Hil], III, §. 2, p. 216.
b) On renvoie a 'annexe pour le détail des morphismes (locaux) du diagramme.

Pour §n = 3’; , on renvoie a [Hil|, cor. 2 p. 213, en 'adaptant au cas ou S,, n’est pas nécessairement
régulier. (Ce résultat n’est pas indispensable dans ce qui suit). O

Remarque 1.4. — Le théoreme d’Abhyankar déja mentionné assure qu’il existe une suite finie
d’éclatements le long de v de type 1.3 (5) au terme de laquelle la multiplicité du transformé strict
de H = (h) a baissée.

Précisément pour un certain n 'une (au moins) des éventualités suivantes se produit :

i) soit la multiplicité a baissée (i.e. ordyy, b, < p),

ii) soit le “7” d’Hironaka 11 est devenu 0 ou 1, i.e. on ne peut plus choisir z,, tel que : inys, b, = ZE,
(ou Z,, = inp, 2n), nécessairement inyy, b, est un polyndéme homogene de degré p, non puissan-
ce p-ieme, en au moins deux des variables X,,,Y,,, Z, (dont Z,).

Selon les classiques ([Hi’s] et [Ai’s]), ces deux cas entrainent “facilement” l'uniformisation locale
(et ii) = i) pour n’ > n) On prouve ici, en effectuant uniquement des éclatements de points
fermés (forcément permis), que :

- ou bien l'on obtient directement l'un des deux cas i) ou ii),

- ou bien 7 restant égal a 2, on obtient un cas dit “quasi-ordinaire” (2.1 ou [LN], déf. p. 80).
On rappelle pour mémoire en annexe 6 (cf. [LN], p. 128) comment ce cas entraine i) ou ii).

'H' Cf. par exemple [Hi2] : la dimension de la directrice du cone tangent de X,, en &,. Ici: 0<7<2.
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§. 2. OBTENTION D’UNE SINGULARITE QUASI-ORDINAIRE.

Définition 2.1. — Pour n € N, le polygone de Newton : A(hy; Ty, Yn; 2,) € Q2 considéré est celui
d’Hironaka, (cf.par exemple [LN], p.119). La singularité en &, de X,, est dite quasi-ordinaire s’il
existe des paramétres (T, Yn, 2n) de R, tels que le polygone A(,; Ty, Yn; zn) soit droit et minimal.

Théoréme 2.2. — Soit hy = h sous forme purement inséparable ou sous forme d’Artin-Schreier.
Supposons ne pas obtenir directement les cas i) ou ii) de la remarque 1.4.

A. 1l existe j € N - dans le cas purement inséparable j < j; de I, 7.3 (ou f normale dans Aijf) -
pour lequel la singularité &;;, obtenue en n’effectuant que des éclatements de points fermés, est

quasi-ordinaire.
z+g;

u
’Ynl‘nn

un parametre de R, i.e. que I'on peut “prévoir d’en bas” (a partir de A") les translations a faire,
u, € N et vy, inversible de A,, étant donnés par les éclatements indépendamment de bg. T

B. On peut obtenir un tel j (et n = i;) en construisant g; € A" N A;; tel que : = 2z, Soit

Preuve : Nous allons prouver simultanément A et B en distinguant les deux formes pour bg.
Si n € N, rappelons que les parametres (x,,y,) sont ceux de I, 1.1, quant au parametre z, nous
allons le définir par récurrence (sur j).

Cas purement inséparable : hy = 2P + f(z,y) avec f ¢ Ab, orda, f > p.

Pour tout j € N on prend g; € A'N A;; comme dans I, 6.4. Ici nécessairement on a g; € M;, car
feMoCT M1 =via(f—g)) =supa v (f —g7) = via(f) > 0.

20 =2
e Sin = 0, on pose : {fg _ ftz% ; d’ott : ho = 2z} + fo. Le premier polygone de Newton :
= 0

A(ho; o, Yo; 20) = —Ao(fo) est alors minimal, c’est-a-dire qu’aucun de ses sommets n’est soluble,

soit ici : aucun de ses sommets n’est & coordonnées entieres.
Notons aussi que l'on a : ordag, fo > p (et ordag, g5 > p) vu que par construction de go (I, 6.4) il
n’y a pas deux monomes (en z,y) d’exposants identiques dans fo et gf (et ord, est monomiale).

p .
e Soit n = 75, 7 € N. Supposons avoir obtenu : z, := +ug]’ avec v; inversible de A4,,, u, € N,
,ijn’ﬂ
(up =0, v = 1, Cy = 0), parametre de R, tel que :
P
— gt
* B = 28 + fn, avec fr, = - Uan et ord g, frn > D,
VjLn

x le sommet d’ordonnée maximale ainsi que I'extrémité supérieure de I’aréte de pente —% de
n

A(By; Ty Yn; 2n) soient des points a coordonnées non toutes deux entieres (i.e. “non solubles”).

Pour tout n < ¢ < n’, on considere I'éclatement quadratique II;_; le long de v, de diviseur ex-

. . Bi1 Lo .
ceptionnel noté div(t), (t = 2,1 out = y;—1). Ona: bh; = " (transformé strict), d’ou par
_.p
, . _ b _ zZ+ 9 P f 9j . P f
récurrence : b, 1 = T o — T b Wy P VP = Apr—1 T w1
ViLnr—1 Ynr—1 ViLnr—1 Ynr—1 7jxn’—1 n’—1

'i' Dans le cas d’Artin-Schreier : A’:Ar[i], (0<r<n), ou A, éclaté local quadratique de A le long de v dans lequel on

obtient que le coefficient de z:=z,. de ho:=h, est devenu un mondéme.
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Par hypothese “non i)”, on a : p =orda ,  bhn—1 =ordas, (20, + far—1).
Siordam,, , far—1 < p, nécessairement 2,/ est inversible dans R,» 1 d’ou ordprg,, | fnr—1 = 0.

La transformation géométrique o (annexe 1), envoie I’aréte de pente —g—: de A(Bp; Ty, Yn; 2n) Sur
Paréte de pente —1 de A(hp—1;%n—1,Yn/—1; 2n/—1) T, aréte sur laquelle les points sont donnés par
les monémes de inpq , | fur—1, donc ici aréte réduite au point (0,0). Mais o ne crée pas de points
solubles (entre deux sommets d’équerres), donc on aboutit & une contradiction avec ’hypothese de
récurrence. Donc ordag,, , fur—1 2 p, et 2,01 € My 1 est un parametre de Ry 1.

Maintenant si ordag,, | fnr—1 = p, I'aréte de pente —1 de A(Bhp—1;Zn/—1,Yn’—1; 2n/—1) est incluse
dans le segment d’extrémités (0,1) et (1,0). Elle ne peut ni étre réduite a 'un de ces deux points,
ni contenir (0,1) d’apres 'argument donné ci-dessus. Il reste le cas de stricte inclusion qui est lui
exclu par “non ii)”. Finalement : ordaq , . fnr—1 > p.

Maintenant apres ’éclatement quadratique IL,._; de centre (x,/—1,Yn'—1,2n—1), le long de v (de
diviseur exceptionnel z,_1) :

— Yn'/—1
b —1 Z+g; P f—gp ($n’7yn/)—($n/_1,m+6j+l —{—T)7
_ 9n—1 j i ‘ i . '
bn' = 2P - (7 l‘u"/) + W , avec Vi1 = ,.Yj<gn: 1 )Un/—l inversible de An/7
n'—l j+1 n' J+1 n’ n’—1

Up/ = Up/—1 + Vpr—1 + L.
On remplace f — g% par f —g% , +g7,, — g5, dou :
2t g\, =9
b = W, + W, D"
Vi+12

7;?+1xn’
Rappelons que : v, = orda,, , = ord, , (premiere composante de f;1, cf. I, 1.1, I, 4.5),
et d’apres I, 6.4 1 sup v (f —g%) = vipi(f — g51) = v (f — gj). Alors :

A’ﬂAn/
P » D
f R E f— 9; frr—1 f- gj+1
ordg,, (W) = ordm,, (W) = OrdMnul( P > >0, done + for = 55— 75
Vjr1Ln, Vir1Lp Tpr—1 Vg1
est dans le maximal M, de A,/, et a nouveau avec I’hypothese ordys , b, = p on déduit que :
zZ+gj+1 . R
Zp = # est dans le maximal M, de R, (et c’est un parametre).
Vi+1%,,0

Le polygone A(by; Zn/, Ynss 20 ) = %An/(f — gfﬂ) — (up/,0) est partiellement minimal, on a vu en
I, 6.4 que son sommet d’ordonnée maximale : % pip1(f — gg.’ 1) — (unr,0) est non soluble, ainsi que

g, ou 3 = vjio2(Tn), et o = vj12(yns). Ce fait, ajouté

‘non 1),ii)”, nous donne : ordpy, , fnr > p, d’ott le résultat au rang j + 1.

I'extrémité supérieure de I'aréte de pente —
é 4

e Conclusion : Soit j 'entier défini dans le théoreme I, 7.3, i.e. le plus petit entier j tel que f soit
normale dans A;;. Il est bien str possible d’obtenir (par chance) pour n = i; < i;,, un polygone
A(Byy Ty Yni 2n) droit (donc nécessairement minimal d’apres les conditions de la récurrence) i.e.
une singularité quasi-ordinaire. Dans ce cas c’est terminé on a obtenu A et B.

Supposons que ce ne soit pas le cas et posons j = jr, n = i;.
Ona: f— gf = vz avec soit v inversible de A,, et a #Z 0(p), soit 7y parametre transverse a x,.
Posons y/, = v, € = 1 si v transverse a x,, et y/, = y,, € = 0 sinon.

Alors A(by; Tn, yl; Z19;

Un
n

avec (a,€) # 0(p), donc est minimal, ce qui prouve A et B de 2.2.

) est droit de sommet d’ordonnée maximale : % pi(fn) = (% — Up, ]53),

'i' On utilise (de fagon réitérée) o avec les polygones A(h;;x;,yi;2:), ou : z;:= zojigjvi , (n’<i<n'), bien que les z; ne
RZEIRETS

soient pas a priori des parametres de R;, cf. exemple 3.3.
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Cas d’Artin-Schreier : hy = 2P + e(x,y)z + f(x,y) avec {zigﬁZ;ii 1

2.2.1. Lemme : Soit n € N*, et considérons b,,_1 = z£71+en_1zn_1+fn_1, ot en_1, fn_1 € Ap_1,
Zn—1 paramétre de R,,_1 (avec x,_1 et y,_1), et tel que : ordaq, _,en—1 >p—1, ordpm, _, fn-1 > p-
Soit 11,,_1 D’éclatement quadratique de centre (xy,—1,Yn—1,2n—1), le long de v, de diviseur excep-
tionnel noté div(t), (t = xp—1 out = yy_1).

On suppose les conditions non 1), ii), de 1.4 pour b, transformé strict de b,,_1. Alors :

en1
=1

Zn—1 N
Zp 1= . est un parameétre de R, (avec T, yn) etona:bh,=z2+e,z, + fn, avec e, :=

fh:::fﬁ—l

Si de plus le polygone A(by,—1;%n—1,Yn—1; 2n—1) €st minimal, et que l'on a : n # i;, j € N, alors
en fait : ordpg, frn, > D.

, tels que : orda, e, >p—1, ordm, fn = .

Preuve : On écrit : b, = hzgl =2zb +epzn + fno Onoa: ordyf, = OrdMn—l-fzgl
€n—1

ordse,, = ()1rd/\,l%1ﬂ)—_1 > 0. Donc comme ¢t € M, on a : ordy, fp, > 0, ordys, e, > 0. Puis avec

> 0 et

I’hypothese (non 1)) : ordyy, b, = p, on obtient z, parametre. Mais on a de plus nécessairement :
ordys, (enzn + fn) = p, dou : ordps e, = p— 1 et ordy, fr, = p. Enfin avec non ii), on a :
ordps, e, >p— 1.

Si A(bp—1;%n—1,Yn—1; 2n—1) est minimal, ’éventualité ordys, f,, = p est exclue.En effet sinon les
monomes de inpy, fn, donnent des points sur aréte d’extrémités (1,0) ; (0,1) de A(hp; T, Yn; 2n),
donc d’apres non ii) seulement au moins I'une de ces extrémités. Ceci s’écrit :

Jn = M1 + M2yh + Tord, >ps avee (A1, Anj2) € k*\{(0,0)}. Supposons A, 1 # 0. Alors :
A(Bn; T, Yns 2n + T &/ An1) © A(Dy; &0, Yn; 2n), (car e, ne peut pas contenir le monome a2~ et
n’est pas inversible). Mais la transformation o qui permet de passer de A(h,—1;Tn—1,Yn—1; 2n—1)
& A(by; Tn, Yn; 2n) est la méme que pour le cas purement inséparable (cf. annexe 1), elle ne crée pas
de nouveaux sommets, et conserve la minimalité des polygones (entre deux sommets d’équerre),
d’on ici une contradiction.

2.2.2 Réduction au cas ou le coefficient e(x,y) de z est un monome.

Montrons d’abord par récurrence sur n, en effectuant uniquement des éclatements quadratiques (le
long de v), que 'on peut définir un parametre z, € R, tel que l'écriture : b,, = 2P + ez, + fn,
avec ord g, e, > p — 1 et ordyg, frn > p, soit conservée et tel que A(By; Zy, Yn; 2n) soit minimal.

Zn_ _ Cn_
*Sin =15 75>0. <Sij:0, on applique ce qui suit avec : ! =2z fz ! =f; z ! :ze).
Tn—1 xn—l xn—l
Le théoreme d’Hironaka ([Hil], th. 3.17 p. 283) nous fournit un élément K; € M;, tel que
Zn_
Zp = L+ K j soit parametre de R,, et tel que le polygone A(bn; Ty Yn; Zn) SOt minimal.
Tp—1
_ €n_ En_
On pose alors : f, = f; ! —Kf— Z lKj p e = Z ! sdou: by, =28 +epzpn + [
Ln—1 Ln—1 n—1

A nouveau ordys, b, = p donne : ordag, e, > p—1 et ordag, frn = p, et orday, fr, = p est en fait
exclu par minimalité de A(hn; Ty Yn; Zn), (Méme preuve que pour 2.1.1).

% Sii; <n<ijp1,j >0, alors par récurrence sur i € {i;+1,...,n}, en utilisant 2.1.1 et en posant :
Zi— . .. . , . ..

2 = tl 1, (otl div(t;—1) diviseur exceptionnel de 1’éclatement Hi_l), on obtient les conditions
i—1

attendues pour b,,.
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Maintenant d’apres I, 8.5, il existe un entier j < ly(e) tel que pour r = i;, on ait e = ey principalisé

dans A, ie.: e= 596?(8), avec ¢ inversible de A,..

Donc, on obtient par récurrence jusqu’a ce r = i;, en utilisant ce qui précede :

b, = VPZ?L"p =2P + 6':5Zf(e)_“"'(p_1)zr + fr, avec &' = Wp‘s,l et 7, inversibles de A,.
rdr r

Nous sommes donc ramenés a la situation de départ suivante :
Ag=A:=A,, My :=M,), z¢g := ., 20 := 2,

ho = 25 + dxdzo0 + fo, avec : {a =vjle) —u(p—1) >p—1, fo:= fr et ordpg, fo > p,
J inversible (de A),

et avec un polygone A(ho; o, yo; 20) minimal.
Les parametres (xg,yo) sont (z,, qj(- ﬁ), et les curvettes associées a v sont les curvettes sous forme
de Weierstrass associées aux tranformés stricts q](- j;, q](- i:)g, ..., des curvettes initiales, curvettes que

I'on renote (g;);>2 et que 'on a “tronquées” pour conserver des éléments de A = A, (au lieu de ;1:)

2.2.3. Obtention d’une singularité quasi-ordinaire.
20 + gj

'.Tu"

soit un parametre de R,,, et tel que : b, = 2 +d,;2%" 2, + fn, o0 ap, > p — 1, ord g, fr > P, zngc :

1y 05") < Mj(fn), (condition d’arrét),

p—1 P

1 (O525) 1 (fu)
p—1 p

- ou bien A(hy,; Zn, Yn; 2n) est droit et minimal (condition d’arrét),

On va définir par récurrence sur j € N, pour n = i;, un élément g; € A'NA,, tel que : z, =

a) soit :

b) soit si :

)

viy1(0;x0) - Vit1(fn)

- ou bien A(hy,; Ty, Yn; 2n) est minimal avec , (cf. fig. 1, type 1),

p—1
. 5 QAn . n
- ou bien A(Hy; %y, Yn; 2n) est minimal avec Yy ]f” ) > Vi+1(fn) (cf. fig. 1, type 2).
p —

Dans le cas j =n =0, on prend : go =0=wu,, 70 =1, ag = a, et §o = 9.

IR i (fn . .
£ (p—l ) L ;f ) e polygone A(by; T, Yn; 2n)

est droit et minimal d’unique sommet (p“jl ,0), d’ou A et B de 2.2. Cf. exemple 3.1.

Notons que a) est bien une condition d’arrét : si

On se place donc dans 'hypothese (de récurrence) ot A(Hy,; Ty, Yn; 2n) est de type 1 ou 2.

Figure 1. — A(by; T,y Yns 2n)s (avec = Vit1(Tn), o = VjH(yn)).

Type 1.




Soit n’ = ij11. On procede comme dans 2.1.2 ou comme dans le cas purement inséparable : on
effectue uniquement des éclatements quadratiques le long de v jusqu’a n’. Nous allons montrer que
le type 1 entraine a) pour n’ = ij41, et que le type 2 entraine pour n’ = i;11, & nouveau l'une
des éventualités du cas b), mais avec une diminution stricte de I'ordonnée du sommet d’ordonnée
maximale du polygone de Newton.

.. N +
En partant de I'écriture : h,, = 28 + 6;207 2, + fpn, OU 2, = 0 g]

, on obtient par récurrence :
j n

[]TL ZO+g Al — bn— ZO+g fn
hn’—l = N T, _1p = ( ) f} ,1> +5J lyn’fll (’Y Up, 1 7J)n 71> + n
J

Sp/—1P Spr_1P tar_4p°
Lrnr—1 Ynr—1 "}/].I‘ 3 -1 yn -1 n'—1 L1 n7’z—l
. ZO + g; fn
Soit : Znl—1 = w, _1 U1 S Rnlfh et : fn/,1 = m € Anlfl.
Qe n'—1 Tpri—1 Ynr—1

Le lemme 2.2.1 nous donne directement z,,,_1 parametre et les conditions : a,/_1 4+ b, 1 >p—1;
orday,, , fur—1 > p (par conservation de la minimalité du polygone).

. . — Zn'—1 Zn'—1 ]
Puis on obtient : b, = b = < n ) i (5]+1CU /< n ) + fz
Ty Tn/—1 Tn/—1 Ty q
:( %/) 6 n( gj/)Jr : i )
) n ; n n/ —1P_8,/P
Vi+1 Ty Vi+1T Pjt1 Ty
(T Ynr) = (Tpr—1, 2 4t T), parametres de A,
. 1 —1 Yn! — . .
avee : § yj+1 = ’YJPJH ; 0jr1 = 5jpj+1 et pjr1 = wn/_i’ inversibles de A,,,

Q= Qpr—1 + bproq — (p_ 1) ; Snt = Sp/—1 F it + 15 Uy =Up—1 +vpr1+ 1.

p

Ona: ord, , <%) =ordy,, (le_l) > 0, donc : Jw -1 € M, C M,/, mais aussi h,, € M,

n’—1 n’—1 L1

_ . : . _ A+ g]
(car ordps b, = p), et enfin a,r > 0, donc nécessairement : z,/(g;) := € M, est un

/Yj‘i’lxn/
parametre de R,,,. Alors pour les mémes raisons que celles données dans le lemme 2.2.1, on obtient
encore : a, >p—1, (et ord aq ,% 2p).
" x
n’—1

Cas de I’éventualité de type 1.

Grace au fait que o conserve les positions relatives des points par rapport aux droites, on peut dire
que les monodmes de : inpqg, , fnr—1 donnent des points strictement au dessus de la droite de pente

b Ap’—1 +bn/—1 < OrdMn/,l(f’rL’—l)

Anl_1 n/—1

—1 passant par le point ( ), ce qui se traduit par :

—1oped p—1 p
On en déduit :
Q.
1< Ay _ Ordxn, (5j+1f1;n/ _ Ap’—1 -+ bnlil 1 g Ord./\/ln/il(fn’fl) 1= 1 . Ordx ) fn;;l .
p—1 p—1 p—1 p P "ok,

-1 g 1012, ) gy (fur)
»>—- Onadonc: ordpn , frnr 2 ord, , frr > p, et : < ,
Ty p—1 P
c’est-a-dire la condition a) pour n’ = i;1, avec le parametre z,/(g;) et fpr.

Posons : f, =

Cas de ’éventualité de type 2.

Ici I'aréte de pente —1 de A(b,/—1;Tp/—1,Yn/—1; Zn—1) est donnée par inpq, | fur—1, et le calcul
pir1(Gj4120) 1

i) s D (5, @

':L'n’fl

fait pour I’éventualité précédente donne ici :
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Ay’ / . . N .
Notons que (2) signifie que le point (—nl’ O) donné par 5j+1x27 se situe strictement a droite de
p—

s(fn)  ordg , fa Vit1(fn)

la verticale d’abscisse : = — Sy = ————= — 8, > 0.
p p p

Rappelons ici que par hypothese de récurrence l'aréte de pente — ﬁ 2 de A(by; Ty, Yn; 2n) €st non
soluble (d’ailleurs l'extrémité supérieure suffit, cf. la remarque 3.2), “donc d’ apres I, 5.1 :

My fn @KU VP & Vj+1<fn) = SUPgeAa,, Vj-i-l(fn —g7).
En particulier f, n’est pas une puissance p-ieme dans A,,, (sinon in,, ., fn € k[U, VIP).
Puis avec la méme preuve que celle de I, 5.2 :

SUPgea, Vj+1(fn — 97) = supgea ,  Vit1(fn — °) = supgexc vj+1(fn — 97) = vjt1(fn)

et : vip1(fn) <supgear Vit1(fn — 9°) < supgex Vi1 (fn — g°), d’'ott I'égalité.

Notons (z,y) = (2, yn’) les parametres de A,,,. Réécrivons ici I'égalité (1) sous la forme :
2(95) = 20+ g5 5 flg5) =v2"fn ;
\P a .
hn,: Z(g]) +65U Z(g])+f(g]) ; avec a:an/+(p—1)un/ >p_]_ b_ (un,_sn,)eN;

U,/ P
X — Uyt 1~ b _ .
QBT J= 5j+1fy§7+11 Y= p§+1' ! 1)p, inversibles de A,

Soit § le numérateur de cette expression. On constate que :

A(gj) == A(b; 2,95 2(95)) = A((bns 2, y;2(g5)) + (unr, 0), i.e. un polygone translaté horizontalement
de u,s unités vers la droite (on fait jouer & z(g;) un role de paramétre).

11 suffit donc de minimaliser A(g;) (en jouant sur g;) puis d’obtenir 'une des éventualités de b)
pour achever la récurrence.

Comme b est multiple de p, on a : in,, ., f(g;) € k[U, V]P, donc a nouveau :

s:=vjp1(f(95)) = supgear vig1(£(g5) = 97)s (s = s(fn) + unp > 0).

. 5 a . .
De plus un calcul simple (avec (2)) montre que : Hy+1(027) > Hit1 (f(g]))

, donc nécessairement :

—1 p
vit1(6z®) _ vip1(f(g5))
;7 . > ) . (3)

Etape 1 : Obtention d’un sommet d’ordonnée maximale non soluble.

Ecrivons : flg;) = Z%x”iyhi, ou les ~; sont des inversibles de A,,, (cf. figure I, 3.4).
i=1
Les (v;, h;) sont ordonnés lexicographiquement et distincts, de minimum (vy, hy). Il est clair que :
(v1,h1) = pjt1 (f(gj)) = p x [sommet d’ordonnée maximale de A(g;)], avec : v1 = s (> 0).
Si (v1, k1) # 0(p), fin de Iétape 1.
Si (v1, h1) = 0(p), la proposition I, 6.1, nous donne un pseudo-monoéme H; € A’ tel que :

pj+1(HY) = (v1, 1) 5
i1 (raztryht — HY) > (v1,hy) 5 (et : l/j+2(71m”1yhl) = vj12(HY) mais inutile ici).

Posons : ( ) =g +Hy ; (gj( )) =2(g9;) +Hi ; et : f(g (»1)):: f(gj) — HY — 0x°H;. Alors :
h=(=(s"))’ +5va< D) + 16

On a avec (3) :

Vipr (02 Hy) > E2viia (f(95)) + vj (Hi) = B2 (£(95)) + 3541 (fF(95)) = v (f(95))-

(95))
De plus : vj+1(f(g;) — HY) = vj41(f(g5)), car : { J“E; 9i ;; _ i?ff?gpgzﬂ(f(gj) =)
) =

donc : ,LLj.,.l((Sl‘aHl) > 41 (f(g]) ) d’ou : Mj+1( (g (1) ) = Mj+1 (f(g]) _Hf) > i1 (f(gj))
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Soit A(gj(-l)) = A(h; T, ; z(gj(.l))). Ce qui précede montre que le sommet d’ordonnée maximale de
(1)
v s h
A(gj(-l)) a la méme abscisse : — = — que celui de A(g;), mais avec une ordonnée : —— strictement
p p

supérieure, ceci constitue donc un “nettoyage” vertical vers le haut du sommet d’ordonnée maximale
du polygone.

On reprend la procédure avec f (gj(-l)) et on continue tant que le nouveau sommet d’ordonnée maxi-
male est soluble. On construit donc une suite (Hy)j, d’éléments de A'N A, (vj41(H;) = . > 0 donc

<’f> =g+ H, e AN Ay (g5 € An),
H; € A, daprés 1, 4.7 iii)) et on pose (¥ k) : ( My = 2(g,) + X0 H;

f(w)—ﬂjwwz¢JMP—&%ZLJm.

1 (F(957) = g1 (F95) — (Si=y HP) 5

Alors on vérifie comme ci-dessus :
(Mj+1( (95) — (Zle Hi)p)) strictement croissante.
k

Mais si m désigne le degré du polynéme homogene in,, ., fn € grd, 1 = k[X, Y], la méme preuve
que celle de I, 5.3, appliquée avec f(g;) nous dit que :

sup f1j+1(f(g5) —97) < (s,m+1).

gEA
Donc le procédé est borné, nous obtenons g( M AN Ay tel que @ gy (f(gj(r))) # 0(p), ce qui

termine I’étape 1. Notons de plus que le sommet d’ordonnée maximale de A(gj(»r))

(r) (r)
wiv1(f(gs s h s m+1
Jiiiil2:<ﬂ_L><<ﬂ___> On pose : Ay = KT
p p P p p
Etape 2 : Obtention de 1'une des éventualités de b).
(k)
Z\9; zo+g9g; + i . N
Notons que : ( J u), — 07T Z’ 1 Hi est bien parametre de R, pour tout 1 < k < r, car :
Vi+1T,) Vg1,
S + Uny?
ordy ,H; > ord,, , H; ——:M
p

Notons de plus que si 'on obtient 'une des éventualités de b) pour un parametre z,, € R,
et fnr € Ay, la minimalité de A(bh,/; 2/, Yns; 2n/) entraine nécessairement (avec non i), ii)) les
conditions : a, > p—1et : ordy,(fnr) > p. (Il suffit comme dans le lemme 2.2.1 de considérer
son aréte de pente —1, et de vérifier qu’elle ne peut pas étre incluse dans le segment d’extrémités

(0,1) et (1,0)).

e Si hj 1 =0, on obtient la premiere éventualité de b) : un polygone A(h,; yr, Yns; 2n) droit

est :

> Uy, (d’olt aussi H; € M,y puisque u,s > 0).

s (r) (")
et minimal de sommet ( (£n) , O), avec le parametre z, := Lu),, et on prend f, := f(giu),p
p V1T Vi1 7

e Sinon si hjy1 > 0, on considere le sommet T'(cv, 3) de A(g (-T)) d’abscisse immédiatement

s N S an +Un/ r
supérieure a5 = WU (A0 = Aty 2.952(91”)) = B((Bsz 3 5(6{7) + (0, 0)).

a
x* SiT = ( 1,0), (Iﬁ = 1(71 T /), le polygone est minimal, (ici deux sommets) et I'on est
p—
. . » . 2(g'") £(g')
soit dans I’éventualité de type 1, soit dans celle de type 2, avec : z,/ := —w 7 et fp i= ——2u7p.
7J+1x / 7j+1xn/

(I suffit de considérer la pente correspondante a in,, ., ).
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@ _ Vj+1(6$a) @ _ _Vj+1('7xayﬁ) (4)
p—1 p—1 p p
en notant : vz®y® est le monéme du développement de f (gj(r) qui donne 7.

x Sinon si: T # (Ll,O), on a donc : >
p—

- Si T n’est pas soluble, - ou bien : =

o (r) a
vira (v2°y?)  visa(fg;")) > vj+2(62%) c’est ’éventua-
= 1 bl

(r) (r)
lité de type 1 au rang j + 1, (on prend 2, 1= Z(g—ju)n/ ot fo = pf(gjun)/p)’
Vit1T g Vig1Z,,r
vj x%yP v (r) i1o(dx®
- ou bien : .7+2(fy Yy ) _ ]+2(f(gj )) < VJ+2( X )7
p P p—1
. a,,B8 . ()
v X v '
- ou bien : 2 (7 Y ) > i (f(gj )), (avec les trois positions
p p
(r) Jé;
ir2(0x® v . U s
possibles de wf) par rapport a I'intervalle [ i+2(£(9; ))7 j+2(12y )D
p— p D

Dans ces deux derniers cas on consideére alors le sommet 77 de A(g§r)) d’abscisse immédiatement
supérieure a celle de T', auquel on appliquera toutes les considérations faites pour 7.

- Si T est soluble, i.e. (o, 3) = 0(p), on applique & nouveau I, 6.1, d’ott un pseudo-monéme

Hy11 € AN M,y tel que : pjq(HE, ) = (o, 8) et pjpa(va®y® — HY ) > (o, B).

g](‘T—H) = g](‘T) +Hp 1 € AN My )
On pose comme précédemment : z(gj(rﬂ)) = z(gj(.r) +H,pq

r+1 T a

gy ™) = £(g)") = HPuy — 02" Hysn.
Le méme calcul que celui déja effectué, a I'aide de (4), nous donne : pj41(dzHyr41) > (o, 5).
(T+1))
j

Les monomes de f(g produits par dz®H,;1 donnent donc des points situés strictement a

e
droite de la verticale d’abscisse — et ceux produits par f (gm) — HP 1 laissent “intacts” les points
p

J
donnés par les monoémes de f (g](r)

. . NP N .
) d’abscisses strictement inférieures & — (pour I'instant seulement
p
le sommet d’ordonnée maximale), et donnent des points soit verticalement strictement au dessus

. . . - N
de T'(«av, 3), soit d’abscisse strictement supérieure a —.
En résumé ceci constitue donc ici un “nettoyage” de («, 3) verticalement vers le haut et strictement
a droite.

gj(»TH)) d’abscisse immédiatement strictement

On considere alors le nouveau sommet 77 de A(
/. N S 7. \ N 7 7 . ~
supérieure & —, (quand on réitere : a celle du précédent sommet non soluble) qui se trouve étre

d’apres ce qui précede soit verticalement strictement au dessus de T, soit d’abscisse strictement
supérieure a celle de T'. On distingue comme pour T les deux cas 1" non soluble ou T” soluble.

Ce procédé de dissolution est borné horizontalement par I'ordonnée du précédent sommet non solu-

ble (par convexité du polygone), et verticalement par I’abscisse

a N . .
1 ; ¢’est-a-dire que 'on finit au
a

plus par considérer le sommet T*) = ( T O), dont lissue a déja été traitée : elle correspond

soit a I’éventualité de type 1, soit a celle de type 2.

Finalement, pour un certain g4 := g§r+k) € A’N A,/ , on a bien I'une des éventualités de b) avec

PAVRES Z(Lﬁz, et fo = Z(Lti),p, ce qui acheve I'étape 2 et prouve le résultat au rang j + 1.
'Yj+1‘rn/ '7‘7'_’_1:511/
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Etape 3 : Conclusion.

On a vu que a) et les deux premieres éventualités de b) donnent lieu a une singularité quasi-
ordinaire. Supposons étre pour tout n = ¢; - suffisamment grand - dans I’éventualité de type 2. La
figure 1 (type 2) montre que 'on a : mf, < hj, et on a vu que : hjy; < m+ L.

Donc (comme 3, > 2) on obtient que la suite (h;) est strictement décroissante, jusqu’a un certain
J € N pour lequel : h; < 2.

e Supposons que pour j € N, on ait : h; = 2.

Soit n =1;. Sim=0,onah;y; <l,etsim=1ona:

Bn = 2, «, impair et pas de sommet autre que les
(mﬁ" <his Bn>2; pged(B, an) = 1) - {extrémités sur 'aréte de pente —g—” (cf. Bezout).
Donc avec (x,y,2) = (Zn, Yn, 2n) notation que 'on conservera pour les parametres suivants (sauf
ambiguité), I'écriture de b, est : b,, = 2P + 2% + Aoy + pax*te + S,

avec : vj11(S) > vjp1 (25y?) = v (@579) et : }ﬁ >

st+a
P

Si @ (= ay,) > 3, on doit effectuer 251 éclatements de type (z,y) — (z, %) (cf. annexe 1), et I'on
est ramené au cas o a = 1. Alors on doit effectuer un éclatement de type (z,y) — (7,y) et le
transformé strict de b, s’écrit : b1 = 2P 4+ %y~ P=V 2 4 \gsy2 TP 4 pgstlyst1-p 4 Gy
= 2P 4 6x%y PNy 4 asys TP (\y + pux) + Sy~P.

Notons : (z,y') = (z, %2 + ¢+ T,,,,>1) les parametres de A,, alors :
hn': 2P 4 5/x2(a—p+1)z + x2(s+1—p) (y/ o c)s+1—p()\(y/ . C) + N) + S/,

— 2P 4 5/x2(a—p+1)z + w2(s+1—p) (y/ _ c)s+1—p()\y/ + ,U/) + S',
avec ord, S’ > 2(s+ 1 —p), vu que vj41 = ord,.

{ Sip+#2, comme s+ 1% 0(p) (par minimalité de A(hy,)), on voit que : hjy1 =0,

{ Sip =2, on doit avoir s impair (T j non soluble)7 donc I'exposant u de ¢y’ — ¢ dans b,/ est pair
et (y' —¢)* ne contient donc que des mondmes en y’ d’exposants pairs, donc on voit que hjiq = 1,
donné par : A\y’x (terme constant de (y' —c)").

e Supposons maintenant h; < 1, pour j € N, et soit n = ;.
Dans ce cas nécessairement : f,, = yzi» avec soit 7 inversible de 4,, et s,, Z 0(p), soit v parametre
de A, transverse a x,,. Posons y/, = v, € = 1 si y transverse a xz,, et y/, = y,, € = 0 sinon.

Alors A(hy; n, yl; 2n) est droit de sommet d’ordonnée maximale : %,uj(fn) = (2 — U, %), avec

P
(a,€) #Z 0(p), donc est minimal, d’ou finalement A et B de 2.2. J

8. 3. REMARQUES ET EXEMPLES.
Exemple 3.1. — §,, = 22 + mﬁ”(p_l)zn + xknP 4 Ty > (knp,0)s (kn, > 1).
Cet exemple montre la condition d’arrét a) de 2.2.3 : le polygone est droit de sommet (k,,0), et est
minimal, il montre aussi : m monome puissance p-ieme de f,, == le point donné par m est soluble
(xknP n’est pas “dissous” par la translation : 2/, = z, + zFn).
Remarque 3.2. — 1) Dans le cas d’Artin-Schreier, on peut remplacer dans la récurrence I’énoncé
de I’éventualité de type 2 de b) par I’énoncé (minimaliste !) suivant :
vir1(02n")  Vit1(fn)
p—1 P
l’aréte de pente —% de A(Hy; %, Yn; 2n) sont non solubles.

et le sommet d’ordonnée maximale ainsi que I'extrémité supérieure de
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Dans ce cas il faut rajouter a la preuve la vérification du fait que z,_1 est un parametre et des
conditions a,_1+0by—1 > p—1, orday,, . fn'—1 > p (qui ne sont pas alors des conséquences directes
du lemme 2.2.1, mais de considérations semblables a l'aide de o), et cela oblige dans le cas h; = 2
a “renettoyer” le sommet (s 41— p,0) s’il est soluble (quand p # 2), et prouver qu’alors h;1; < 1.
De plus dans cette hypothese (comme pour le cas purement inséparable, cf. ’exemple suivant 3.3),
20 + gj
T Y
12) Dans le cas purement inséparable on peut dire (symétriquement au 1) précédent) que ’on peut
minimaliser intégralement le polygone A;. (f —g;) dul, 6.4. Le procédé de dissolution vers le “NE”
peut en effet s’appliquer comme pour le cas d’Artin-Schreier en considérant successivement (s’il
existe) le sommet du polygone d’abscisse immédiatement supérieure a celle du précédent sommet
non soluble (donc d’ordonnée strictement inférieure), dissoudre au besoin : l'ordonnée ne peut
pas augmenter plus que celle du précédent sommet non soluble (par convexité du polygone), puis
recommencer : le procédé s’arréte car minoré par I’axe des abscisses.

sin<i<n' —1 les: z := ne sont pas a priori des parametres.

Exemple 3.3. — Soit n =1, j € N. Sil’on impose seulement a g; € A’NA,, la condition de réaliser

zZ+g

dans A(hn; Ty Yn; —uj) le sommet d’ordonnée maximale et 'extrémité supérieure de 'aréte de

Jn
pente — 2—” non solubles - ou méme toute la partie au dessus ou égale a cette aréte - ceci est insuffisant
n
—qF
[
,y?xgnp
zZ+ g .
—uj> (aréte
n
jTn

Z+g;

pour garantir que ’on reste sur le transformé strict de , i.e. garantir : ordg, (

Un,
Vi%n

En effet on doit s’assurer que les extrémités de 'aréte de pente —1 de A (hn; Ty Yn;

qui correspond aux monomes de inay, fr) sont non solubles, or cette aréte peut se situer au dessous
de celle de pente —g—” et n’est pas dans ce cas a priori non soluble. L’exemple suivant montre ceci
pour j = 1 (pour j = 0 c’est évident), dans le cas purement inséparable.
En caractéristique p = 3, prenons go = y? + 223, g3 = ¢5 + 20 et soit :
bo = 2"+ f =22+ + (1 +2)(2"%" +2'%) + (1 + y)a’y®
=22+ s + 23q1q3 — (1 + 2)2*2q1  (f sous forme réduite).

Donc ici : g = 23y® + 212,

20 =z + g0, fo=f — 95,

bo =25 + fo =2 +9° + (1 +2)a% + 2% + %7

=28+ q2q3 + (1 — q1) (2! — 23¢3) — 2121 (fo sous forme réduite)
vy 24 26 24 27 (v1(g2) =6, v1(g3) = 18).

On voit que le monéme de pi-valuation minimale est 23¢g3 : u1(23¢g3) = (24,3) = 0(3), et on doit

donc le dissoudre. Or ici simplement on a : z3¢g3 = 23¢3 + 2!, d’ou :
f=9d =1 =98 +2°6 = quas + 2°qugs — (1 + x)x"2q,
bo=(z+q)’+f—9l =(E+9)"+@e+23pe —y2Pq (o y=1+2).

La suite d’éclatements de Ag & Az est : (2,y) — (2, %) — (T,9) = (z,y' = £ + 1),
et les transformés stricts de ¢ et g3 Ag a A3 sont les suivants :

{92=y2+x3—>y2+x—>y+x—>y’

@3 =¢q +a' — ¢5 +at — ¢f® +aty — y® (ot =y 1)

Les transformés stricts de ho de Ry a R3 sont :

bo z+01\?
=5 = ( o )"+ 2%dhah + 27yds — 720y
1
z+91\3
ho = Z;, = ( @y‘?) + 2%y ah gy + 2Ty g — ya'Oy®
2 2
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b2 z4+g1\3
by = 22 — ( ) ) + 212y (4% + y322) + B2 (52 + 3?) — ynSat?

a3 V373 .
z+
:(y%f)*ﬂp@“+%ﬁy+uﬁ)(%ﬂmmﬁu=ﬁ¢ﬁ+y“+%f%)
3L3
‘ 3 zZ+ g1
Représentons le polygone de Newton Az(f — g7) = 3 x A(f)g; x3,Y3; ﬂ) —(3x2,0) :
V33
in, (F =G
( Pente —g)
4
_ 3
|nM3(f—g1)
(Pente — 1)
1
0] 6 8 9

On voit donc que le point soluble (9,0) est sur 'aréte de pente —1, pour minimaliser totalement

C = axf (ot @ = {/partie constante de — yy3* # 0)
A(hs; x3,ys3; 23) on doit poser : L +qg1 +C4
3 =55 .
REEE
Remarque 3.4. — Contrairement au cas purement inséparable, il n’est pas possible dans le cas

d’Artin-Schreier de faire apparaitre le sommet d’ordonnée maximale : % pi(fn) (n =15, j > 2)
des polygones A(h,,) comme étant : ;1) 1i(fo — gj), la premiere composante (I’abscisse) étant fixée
modulo un entier et oti les g; € A'N A;; (seraient ceux de I, 6.4).

En effet considérons I'exemple suivant : hy = 22 + 2%2 + 2¢q — 2%, (p =3, 2 = 20, go = 0),
avec : @ =y> — a5 g3 = ¢ +27Tyqe + 2y, (cf. 1, 8.4).
La suite d’éclatements de Ag & Ay = A;; est : (2,y) — (2, %) = (.y) = (L,y) = (@y =2 -1).
On vérifie que : by = 23 + 27y + 2%9® + 259*, d’otr :
ho=2 = (2 + 00 (2) +a%(-1+y” —yP +y?), (=% 7=y +1;5=7").
On doit prendre g1 = —2?, z4 = 2 —2?, (x = 24), pour minimaliser A(hy; 24, ya; 24), en effet alors :
by = 23 + 002y + 0217 + 2%(y? — 3 +9/%) ; avec f1 = o7 + 2O(y? — y2 +¢0).

Par ailleurs la pente donnée par v5 est — % car on vérifie que le transformé strict de g3 dans A4 est :

y'? +~'"92'3, donc le monome 617 est celui qui donne in,, (f1), et le sommet (2, 2) correspondant
3
a iny, (%) avec g1 = go = —y% (et ugy = 6) est de vp-valuation strictement plus grande.
4

Donc il est clair que ce n’est pas (le monome correspondant a ) ce point qui donnera : % pa(fiy)-
Ceci est représenté sur la figure suivante avec A(hy; 24,95 24) :
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Annexe 1. — La transformation géométrique o (entre deux sommets d’équerre strictement).

Premier cas. L’éclatement est de type : (z,y) — (z, £).

Ona: o(a,b) = (a+b—s,b), ol s est suivant le cas :

« ord g, f, sil’on compare A, (f) et A,+1(f’), avec f’ transformé strict de f € A,, dans A, 41,
(cf. I, 2.1, preuve de ii)),

% 0, si Pon compare A, (f) et Apy1(f) (f € A, cf. 1, 3.1 ¢)),

1, si 'on compare A(hy,) et A(hyp41) (cf. 11, 8. 2 et §. 3).
Les points sont translatés horizontalement, et seuls ceux situés au dessous de l'aréte de pente —1
de A, ont une image sur A, ;. De plus les positions relatives des points par rapport aux arétes
du polygone sont conservées.

Deuxitme cas. L’éclatement est de type : (2,y) — (§,9)-

>Q

Yy o7

Ici o(a,b) = (a,b+a—s), les points sont translatés verticalement. Seuls les points de A,, au dessus
de l'aréte de pente —1 ont une image par o sur A, 1.
La encore les positions relatives des points par rapport aux arétes du polygone sont conservées.
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Annexe 2. — Concernant la preuve de I, 4.7 1) b).
vi(Hy) = v;(Hs)

.. « A / .
Soit j € N* et Hy, Hy deux pseudo-monémes de A’ tels que : {Z(Hl), I(H)) < j.

Alors Hy et Hy sont associés.

Preuve : On peut supposer que : H; = ¢g° ... q?j, Hy = qgo e q;’j, poser v := v;, et montrer alors :
I/(Hl) = V(Hg) = H1 = HQ.

Supposons que Hy # Hs et soit k = max{i €{0,...,5} | a; # bi}.

Si k =0 alors agv(qo) = bov(qo), d’out Hy = Hy, exclu.

Donc k > 1, et : aprv(qo) + ... + axv(qr) = bov(qo) + . .. + brv; (by).

Supposons ay > by et posons ay := ap — b,. Alors on a :
aov(qo) + . .. axv(qr) = bov(qo) + - .. + bp—1v(q—1),

dou : arv(qr) € v(q0)Z + ... + v(ge—1)Z = pged (v(qo), - - ., v(qr—1))Z.

Notons : e; = pgedz (v(qo), - - ., v(g;)) pour i =0,...,k (cf. [S1], rem. 6.1 p. 130).

On a alors m € N* tel que : axv(qx) = mex—1 (ar > 0 et v strictement positive sur M).

v(qo) d v(qr) €1 Uk

———, don =m =m .

C . ag
Uj4-1 €L €L Up

Aussi d’apres [S1], §8 (formule p. 139), on a : e; =

v €h_
Mais ﬂ est premier avec bl (car v(qx) & ex—1Z, [S1], th. 8.6 p. 141), donc d’apres le théoréme
€L €k
u Ch
de Gauss : —F1 — ZF71 Givige ap > 0, d’ou : apur = upy1, ce qui est impossible.
Uk €k

Annexe 3. — Preuve de la remarque I, 8.7, par le calcul.
Soient j > 1 et My, My deux pseudo-monémes de A’. On a :

VJ(Ml) I/](Mg) et h; (Ml) < h (MQ) — Vj— 1(M1) > Vj— 1(M2)

Preuve : La proposition 2.1 i), appliquée avec ¢ = 0, nous donne :

h; (M hi_1(M
My = v1q5°q," - ql(l&ﬁ)) =7145°q1" - qf]qﬁ(l 1)+Tuj =14°q" - q;’ 1 1)JrTyj_1>,

bo b b bj hj(M bo b hi_1(M
My = v2qy°q," - ql(’ﬁ\}f)) = g0 q;" .. . -q; q]+(1 2)+Tuj =729 %" ---q;’ 2 2)+Tyj,1>,

Notons pour simplifier : hy = h;j(My), b} = hj_1(M1), he = hj(Msz), hS = hj_1(Ms) .
Reprenons pour k € {0,...,75+ 1} : ex = pgedy (I/j((]()), . Vj(qk)), (cf. annexe 2).
Nous avons les calculs de valuations suivants, ([S1], cor. 8.4 p. 138), en posant e = e;_1 :

Curvette : G ¢ e qj—1 q; 4j+1
o _ _ _ e =
Valeur pour v; : Go 1 Bj-1 B; Bjt1 = fglﬂj
Valeur pour v;_1 : Bo B Bimx  wg Bima Uit fiza
p Jj—1- e e e Uj_1 e Uj—1 e

Supposons : vj_1 (M) < vj—1(Ma), ce qui s’écrit :

a2 . oy By B B by Byt B
mais I’ hypothese v;(M;) > 1/] (MQ) donne (en divisant par e) :
—QO& — —aj— 1[37 L CLJ - h ﬁ7+1 < b ’80 — .. — bj_l—ﬁje_l — bj% — hg—ﬁjgl,

d’ou en addltlonnant et en mult1phant les deux membres par e :
Va5 Bi-1 — a;B; — B < — b8 — hafjt1.
Mais Bj+1 = uj“Bj et by =a; + uff,l hi, de méme pour h}, donc en remplagant nous obtenons :
J
a; (5 B)+ i (S5 o5 B == B)) < bj(5 By)+ha (550 55 B =55 0i),
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dou: (“=Bj_1 — B5)(a; + ui—jlfu) < (5 Bj-1 = Bj) (bs +h2ui—j1)’

Uj—1 Uj—1

mais : — Bi—1—B; <0 ([Sl], rem. 6.4 p. 130, inégalité (2)), d’otl en simplifiant :

j—1

(hy — hl)ujfl <aj—b; < “Zfl , avec ho — h1 > 1, ce qui constitue la contradiction recherchée. [J
J J

Annexe 4. — L’élément h = 2P + f(x,y) est irréductible dans k[[x,y, z]] lorsque f(x,y) n’est pas

une puissance p-ieme de k[[z,y]] et ord, ) f(z,y) > 1.

Preuve : Soit toujours A = k[[z,y]], K = k((z,y)) =Frac(A).
Comme A est factoriel, on vérifie immédiatement avec le théoréme de Gauss que :
f (non) puissance p-itme de A <= f (non) puissance p-ieme de K.
Donc le théoréme 7 p. 66 de [ZS1] nous dit que : h = 2P + f(z,y) est irréductible dans K[z]. Etant
primitif dans A[z], il est donc aussi irréductible dans A[z].
Supposons alors h = g1g2 ou g1, g2 € A[[2]].
On écrit d’apres le théoreme de préparation de Weierstrass : g1 = uq f1 avec uy inversible de A[[z]]
et f1 polynéme distingué de A[z], d’ou : h = uy f1g2. Maintenant la division euclidienne de h par
f1dans A[z] : h = fig+7rou (q,7) € A[2]?, deg,(r) < deg,(f1), vue dans A[[z]], donne par unicité
de la division de Weierstrass de h par f; dans A[[z]] : r =0, ¢ = u19o.
Donc h = qf; dans A[z], mais h irréductible de A[z], d’ou :

- soit ¢ inversible de A, donc de A[[z]], d’ot1 g» = u] *q inversible de A[[2]],

- soit f; inversible de A, donc de A[[z]], d’ou g; inversible de A[[z]]. O

Annexe 5. — Le diagramme donné dans II, 1.3 est commutatif et ses morphismes sont locaux.

Preuve : En ce qui concerne les suites (4) et (5) c’est évident. Etudions (5), (6) et (1).

On raisonne par récurrence, pour n = 0 les fleches sont déja établies (11, 1.2).

Soit alors n € N. La propriété universelle de I’éclatement et son corollaire ([Ha], cor. 7.15 p. 165),
nous donne un diagramme commutatif :

Proj(®as0l?) — Proj(@asol?) «— Proj(®asol?)

! | !

SpecS,, — Specgn — SpecA,

oun: I =1,/H, I = Ingn/H, .Tc =1InN A, avec I, désignant I'idéal correspondant au centre de
Péclatement D,, (point &, ou courbe), et avec Sy = EB.

On veut vérifier que les centres de v, v, v* sur les Proj (uniquement déterminés par le critere de
propreté) se correspondent, ce qui n’est pas évident a priori. Vérifions-le “manuellement”.

La localisation du diagramme ci-dessus en les centres des valuations donne le diagramme (ou les
anneaux integres se dominent) :

R, C R D Ry

U u U
S’ﬁl Sﬁjl ATJH soit simplement : fﬁj % (io
S, — §n — A, A — B < (C

avec : %] ot f eI tel quev(f)=v(I)=0) (f =t,) et P=M,NA,
] et Q= M>ND,

£] avec fo =t, et O = M, NC".

0

i~

A=Al
B = B
' =0
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On voit donc clairement que : A" C B’ O C” d’ott les morphismes locaux injectifs : A, — By, < Cp,
puisque : QNA" =P et QNC' = O, (ici intervient v, v* restrictions de V).

Notons que si II,, est monoidal, mettons I,, = (¢, z,), alors I. = (t,,) principal d’ou C" = C et
CH = Cpm = C puisque C est local, c’est-a-dire que 'on a : A, = A4,. O

Annexe 6. — La preuve que la quasi-ordinarité entraine la réduction de la multiplicité.

* Cas purement inséparable : h = 2P + §z%y°, avec (a,b) Z 0(p), a +b > p.
i a=pg +r, 0<r <p,

On éerit - {b =pga+12, 0<rog <p, donc: (r1,r2) Z 0(p).
On effectue successivement les ¢ (resp. ¢2) éclatements de courbes permises (z, x) (resp. (z,y)).
Alors : by, 4q, = 2P + 0z y"2.
- Siry +re < p, la multiplicité a baissé.
- Siry 4y =p, cest ii) de II, 1.4 (les éventualités (0,p), (p,0) étant exclues).
- Si 7 +re > p, on fait un éclatement quadratique le long de v. Suivant que le diviseur est div(x)
ou div(y), on obtient soit : hg,4go41 = 2P + 02" T2TPY"2 S0t 1 By g, = 2P + dxTHy 2P,
Dans le premier cas le sommet du polygone est translaté horizontalement vers la gauche car ro < p,
dans le second cas verticalement vers le bas. On pose : 7] = r; + 72 — p, (resp. 7y, =11 + 12 — p).
Soit on obtient I'un des deux cas précédents avec ce rj, (resp. r5), soit on refait un éclatement

quadratique le long de v. On reproduit ceci autant de fois qu’il le faut pour obtenir r%kl) —H"ékz) <p,
en tenant compte du fait que si entre-temps on a le cas de translation (n = i;), alors c’est terminé

o (k1) (k) (k2) , ,
la multiplicité a baissé (h, = zP + 2™ 727 “P(£)27 avec ¥ inversible et ) e o o p).

Notons qu’en général la condition de quasi-ordinarité n’est pas stable aux sommets des équerres
pour les éclatements quadratiques (prendre a+b = 2p quand n = i;), mais est toujours stable pour
les éclatements de courbes.

« Cas d’Artin-Schreier : h = 2P + e(z,y)z + f(z,y), avec soit e, soit f, mondéme en z,y qui donne
I'unique sommet du polygone (et ord(g e >p—1;ordgyf > p).
ordze _ a ordye b
> —et: —— > —
p—1"p p—1"p
les mémes éclatements de courbes que dans le cas purement inséparable (éclatements permis ici)
puis comme la transformation o conserve les positions relatives (pour les éclatements quadratiques
entre deux sommets d’équerres) on conclut comme dans le cas purement inséparable.

d b d
a gorwfet: gorye'
p—1 p p—1 p

-Siclest: f=dx%P°, ((a, b) # 0(p), a+b > p), alors on a : . On effectue

-Sicest:e=6x%" (a+b>p—1),ona:

Ja=p-Dg +r, 0<r <p-—1,
On pose : {b:(P—l)Q2+T27 0<r<p—1
On effectue successivement les ¢; (resp. g2) éclatements de courbes permises (z, x) (resp. (z,x)),
f
N P T1,,T
AU Byigs = 27+ 02y 2 4 xPeLyPez

- Siry +1re < p—1, la multiplicité a baissé.

-Sir;+re =p—1, cest ii).

-Siry +ry > p—1, on conclut comme dans le cas purement inséparable avec des éclatements
quadratiques le long de v (les positions relatives des points étant la aussi conservées par o).
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Résumé

Cette these traite de 'uniformisation, en caractéristique p > 0, d’une valua-
tion rationnelle, dans les cas particuliers ou cette valuation est centrée en une
singularité définie localement par des hypersurfaces d’équations :

- soit 2P + f(x,y) = 0, avec f non puissance p-ieme et ordf > p,
- soit 2P +e(x,y)z+ f(z,y) = 0, avec ord(ez+ f) > p (cas d’Artin-Schreier).

Historiquement c’est dans ces cas particuliers que s’est trouvé concentrée la
difficulté de résoudre les surfaces en caractéristique positive.

L’objectif a été ici de majorer le nombre minimum d’éclatements de points
fermés nécessaires pour uniformiser, et décrire “d’en bas” les parametres qui
vont intervenir lors des éclatements.

Dans la premiere partie de la these, on revient sur 'obtention de la forme

normale de Giraud pour f € Ox(X), X schéma régulier de dimension deux et
de caractéristique p. La suite d’éclatements suivie est donnée par la valuation
rationnelle v que l'on considere. Le point de départ est une décomposition
polynomiale de f en les curvettes associées a v.
On prévoit ensuite via une puissance p-ieme d’en bas, le comportement du
polygone de Newton de f moins cette puissance p-iéme, et on majore le nombre
minimum d’équerres du graphe dual de v nécessaires a ce qu’il devienne droit
de hauteur au plus 1, et minimal, cas correspondant a la forme normale.

Dans la deuxieme partie de la these on utilise cette étude pour les cas parti-
culiers ci-dessus mentionnés, on donne un algorithme permettant de prévoir les
translations a faire a la sortie des équerres pour avoir un polygone de Newton
minimal. On quantifie combien d’équerres sont suffisantes pour obtenir une
singularité quasi-ordinaire.

Mots-clés : Singularités, caractéristique p, éclatements, uniformisation
locale, valuations, curvettes, forme normale, polygone de Newton.



