Extension d’une valuation de rang 1,
centrée en un anneau local, au complété formel.

par Raphaél Astier.

Cadre général :

Soient (R, M, k) un anneau local ncethérien integre, de corps de fractions K, et v : K — I'U{+o0}
une valuation centrée en R, i.e. : R C R,, M, N R =M et K =Frac(R)
i.e. : R, domine birationnellement R
(il existe de telles valuations, cf. par exemple [M], th.10.2 p.72).
On suppose v de rang 1, i.e. :

— dim(R,) =1

le nombre de sous groupes isolés de I'
(I' groupe des valeurs de v) est 1

<= T sous-groupe de (R, +) (via isom. croissant)
<= T groupe (additif) archimédien.
(cf. [Z.S.] p.45).

r e
Soit : B = v(R\{0}) C T's ( Notons que I' est le groupe symétrisé de ® >

car v est surjective et K = Frac(R)
On pose pour « e R: P, ={x € R | v(z) > a} , ce qui définit bien sir un idéal de R.

® est un ensemble bien ordonné (pour l'ordre induit par celui de I'). En effet, il suffit de vérifier
qu’il n’existe pas de suite strictement décroissante dans ® : si c¢’était le cas pour («),, on aurait
(Pan) suite strictement croissante d’idéaux de R, or R est supposé noethérien.
De plus I" étant sous-groupe de (R, +), ® est sous-monoide de (R, +).
On a bien str : ¢ = {0} < v triviale
<= R, corps
—I'={0}
— rgl' =0,
ce qui n’est donc pas le cas ici, car v de rang 1 (notamment R ne peut pas étre un corps).
On en déduit : ® et I' cofinaux dans R, (i.e. non majorés dans R), en particulier infinis. En effet
soit @ € R. On cherche 3 € ® (CT) tel que 8 > a. Soit z € R\ {0} tel que : v(z) >0 (@ # {0}
et ® C Ty : v centrée en R). Comme I' archimédien, on a s € N tel que : sv(z) > a, et donc
B =sv(x) =v(x®) € ® convient.
On appelle idéal de la valuation v, ou wv-idéal, un idéal J de R tel qu’il existe .J, idéal de R, et :
J=J,NR ([Z.8.], appendice 3, p.340).
Soit I un idéal de R. On a les équivalences évidentes suivantes :
I est un v-idéal <= (Va,bGR, acl et v(b)>v(a) = be I)
<~ IR, NR=1
< I1=P, avec o« € ®, a =min{v(z) |z € I}
<— I =P, avec a€ .
Donc pour tout o € R, P, est un v idéal, (si @ € R\®, P, = Pyin{gcs|g>a}, évident).
De méme on définit pour tout a € ® (ou méme tout o € R), le plus grand v-idéal strictement
contenu dans P,, noté : P}, cest :
Pmin{,3€<1> | B>a} = {l' €R ‘ l/(ﬂj‘) > OZ}.
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Par ailleurs comme R, est 'anneau de la valuation v, ses idéaux sont totalement ordonnés par
inclusion ([A], exercice 28 p.73, ou [Z.S.] chap.8), il en est donc de méme des idéaux de valuation
de R, ils forment une chaine strictement décroissante :

Pw=Py=R2OP, =Py =M2Py,2P,,2...P, 2...
avec () suite des éléments de ® ordonnés en croissant. (x)
Maintenant on considere le complété M-adique de R, noté ﬁ, comme R est local neethérien, c’est

un complété métrique (on a la distance M-adique : ﬂN M™ = (0)), et le morphisme (continu) de
ne
R-algebres j : R < R, est fidelement plat ([M], th.8.14 p.62).

Pour tout morphisme d’anneaux ¢ : A — B on note :

AN J = ¢ YJ) I'image réciproque de J idéal de B,

IB =1d,¢(I) = ¢(I)B l'idéal engendré dans B par I'image de I idéal de A.
On a notamment pour [ idéal de R :

IR = 1, adhérence de I pour la topologie de R ([2.S.], cor.2, th.5 p.257),
et aussi : IR = I, complété du R-module I ([A], prop.10.15 p.109).

Pour étendre v & R deux obstacles se présentent naturellement : d’une part R n'est pas forcément
integre (par exemple si R est 'anneau de coordonnées de la cubique plane nodale : y? = 2%(x +1),
cf. [E] p.185) ; d’autre part il existerait des éléments de fz, non nuls, qui auraient une valuation
infinie (ceux de H, défini ci-apres).

Le principal objet étudié et utilisé ici est 1'idéal de R:
H= PR,
Beg

appelé idéal implicite de R uniquement déterminé par v.

Exemple 1 : (H peut étre non nul).
Soit R = k[u, ], (k corps quelconque, et u,v indéterminées).
Alors: R = E[[u,v]], car pour tout anneau A de maximal M, le complété M A rs—adique de Ay
est le complété M-adique de A (cf. [E] p.181).
De plus ici : k = R/M = R/ MR, est le corps résiduel de R et de R

(en notant encore M pour (u,v) le maximal de R).
oo

Soit  w :u—Zcivi €eR ;les ¢; € k*.
i=1
oo
On suppose Z ¢;v* transcendant sur k[v] (c’est le cas par exemple pour : exp(v)—1, transcendante

i=1
sur C[v]). On considere alors le morphisme de k-algebres 7 : k[u,v] — E[[t]] défini par :

i .
T(u) = Z cit!
i=1

T(v) = t

(*) En fait I' (donc aussi @), est dénombrable : I" sans torsion <= I" est Z-plat (car Z est principal) donc I' s’injecte dans

I'®Q qui est un Q-ev. de dim. finie car on a I’inégalité d’Abhyankar ; degtrv+rgraty <dimR (<+oc), ol rgratu:dimQ reQ
z z

est le rang rationnel de v et ou degtrv est le degré de transcendance de R, /M, sur R/M ([Z.S.], appendice 2, p.331).
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T est injectif : si 7(P(u,v)) =0, ou P(u,v) = Z ap,qufv? € klu,v], c’est que :
{finie sur p,q}
Z apv‘J(Z citi)Pt? = 0, d’ou puisque Z c;it" transcendant sur k[t], tous les a, , sont nuls,

{finie sur p,q} i1 i>1

ie. : P(u,v) =0.

T est continu avec k[u, v] muni de la topologie (u,v)-adique et k[[t]] muni de la topologie (¢)-adique.
En effet, il suffit de vérifier que : 7((u,v)) C (t), et c’est bien sur le cas.
On sait alors qu’on a un unique prolongement au complété,

To : k[[u,v]] — K[[t]], avec T continu.
Mais on a aussi alors un unique prolongement 7; au localisé k[u, v}y, ) car si P € klu, v]\ (u,v) c’est
que P a son terme constant non nul, et donc P inversible dans k[[u,v]] : PQ =1 ou Q € k[[u,v]] ,
d’ott 72(P)712(Q) = 1 soit 7(P)12(Q) = 1 car 75 prolonge 7, donc 7(P) inversible dans kl[[t]]. T2 est
un prolongement de 71, et 71 est injectif, bien str. De plus 77 est local : 71 (u,v) C (¢). Enfin on a
un prolongement (unique) de 7 aux corps des fractions de k[u, v](,.) et k[[t]] :

71 ¢ k(u,v) — k((t)) (car 7 est injectif).
On a donc le diagramme (commutatif) suivant :

klu,v] ——  k[[t]]
l
k[uvv](u,v) Tt k[[t“

k(u,v) — T Ek((1)

Pour P/Q € k(u,v), P/Q # 0, on pose : v(P/Q) = v(11(P/Q)),

ol vy est la valuation (t)-adique de k((t)), (d’anneau de valuation k([t]]).

Ainsi v est la restriction de vy a k(u,v) (car 7 injectif), ce qui fait donc de v une valuation de
k(u,v), triviale sur k, centrée en k[u, v](, ., de groupe de valeurs I' = Z (I" est sous groupe de Z
et 1 = v(v)), donc de rang 1. Notons que : & = v(R\{0}) = N, et que si S € k[u,v] \ (u,v), on a
v(S) =0 (par définition de la valuation (¢)-adique de k((t))).

On a dans cet exemple : H = (w) et pour 3> 2, Pg= (v/,u— Bz:_l civ').
i=1
B-1
Vérification : v° € Ps, u — Z cvt € Pg, évident . Réciproquement soit z € P, z = P/S avec
Pekfu], S € kfu, v]\(u,0) ot (P/S) > 3. Ona: v(P)—u(S) > o v(P)> 5  ((S)=0).
Soit wy = u — § c;v" € Alu], unitaire, on A = k[v].
i=1

P € Alu], donc on a la division euclidienne de P par wy : P = (ws)Q(u) + T'(u)
avec degT'(u) <1 =T € A = k[v].
Alors : 7(P) = 7(wy)7(Q) + 7(T), mais : v(ws.Q) = v(wy) +v(Q) = v(wy), car v centrée aussi
en klu,v]. Et : v(wy) = v (7(wy)), avec T(wy) = Zciti et cg # 0, donc v(wy) = . De plus en
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n
écrivant T = Zaivi ot « € N est le plus petit entier tel que a,, # 0, on a : v(T) = «, donc si
=
a < B alors v(P) = v(7(P)) = min{.,.} = a, contraire & : v(P) > 3. Donc a > et T =v°. T
comme désiré.
Maintenant il reste a voir : H = (w).
Ona: PgR = (Uﬁ,wf) dans R pour 3 > 2 et bien sir w est dans tous ces PgR.
Réciproquement comme on a : (0) C (w) € H C R et R = k[[u,v]] de dimension 2, avec comme
on le verra plus loin H premier, il suffit de vérifier que w est irréductible dans R (factoriel) et que
H # MR, on aura alors : (w) premier de R, et ht(H) < 1, d’ou : (w) = H.
e Irréductibilité de w :

. w n’est ni nul, ni inversible. (les inversibles de k[[u, v]] sont les séries formelles & terme constant
non nul).

. Supposons w = fg avec f et g dans R non inversibles.

f= Z ap,qufv?, g = Z by qufv? e avec: p(f) =1 et u(g) > 1,
p.g>1 pg>1 ou u est la valuation (u,v)-adique de k[[u,v]].
Alors : p(w) = u(fg) = pu(f) + plg) =2 or p(w) =1, impossible, donc f ou g inversible, cqfd.
Notons que w est un parametre de R ie. : (u,w) systeme régulier de parametres de R. En effet
on vérifie que : (u,w) (formes initiales de w et w) constituent un systeéme libre du k-espace
vectoriel (u,v)/(u,v)? (de dimension 2 : R régulier comme R de méme dimension que R).

o H # MR avec M = (u,v) maximal de R = k[u,v] :
Comme v(v) =1lona: veMC MR (ici M= P)), mais v ¢ P,R sinon : v € P,R(\R = P,
(fidele platitude de R sur R), et v(v) > 2, exclu, donc v ¢ H = m Pgﬁ .
BeN

On revient aux notations générales. On va maintenant montrer que H est un idéal premier de ﬁ,
et définir une valuation sur Frac(R/H), prolongeant v, et centrée en R/H. On va aussi montrer
que cette valuation est I'unique valuation de Frac(R/H) prolongeant v et centrée en R/H.

Lemme 1 : Soit 8 € ®. On a que Pg est un idéal M-primaire de R, i.e. : /P3 = M, soit :
3 s € N tel que M?® C Pg, ce qui équivaut aussi a dire : R/Pg est un R-module de longueur finie,
ou encore : R/Pj est un anneau artinien.

démonstration :

D’abord : \/Pg =M & 3 s € N tel que M?® C Pg, est trivial car : v.M$ = M.
Soit ¢ = min {a IS @\{O}}, comme I' est archimédien, 3 s € N tel que s§ > 3, d’ou : M* C Pg,
(en effet siu =73, x1;...25; € M*, w non nul, alors v(u) > min{r(xi;) + -+ v(zs;)} avec
7
les v(zy,;) > J, donc v(u) > min{sd} = s0 > f et u € Pg). On en déduit un morphisme (de
7

R-algebres) surjectif : R/M?* — R/Pg, et on sait alors que : 1g(R/Pg) < 1g(R/M?), cette derniere
s—1

étant finie (égale a : Z lg(M*/ M) avec R ncethérien).
i=0

Enfin : R/Ps artinien = 3 s € N tel que M*® C Pg, est un résultat classique, ([Z.S.], p.284).
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Remarque : ®U{+oco} = ® est une partie de R, et la limite éventuelle d'une suite d’éléments
de ® U {+oc} est bien définie (c’est la limite pour la topologie de R).
De plus : 400 est point d’accumulation de ® dans R car : V a € R, ® N [a,+o0] # 0, ($ non
majoré dans R), et 400 ¢ P.

Lemme 2 : Soit (av,) une suite strictement croissante d’éléments de ®.

Alors :  lim «, =400 ie. (a,)non majorée dans R.
n—+00

démonstration :

Si (o) était majorée par b € R prenons € ® tel que 3 > b.
On aurait : P3 C --- C P,, € --- C P,, C P,,, d’ou une suite d’idéaux de R/Pjp strictement

décroissante : Py, /Pg D --- 2 P,, /P32 --- 2 {0}. Mais R/Ps est artinien comme on ’a vu dans
le lemme 1, donc toute suite décroissante d’idéaux doit étre stationnaire, contradiction.

Lemme 3 :
Pour tout o € ® (ou méme a € R) : P /PI = Paﬁ/ PR ; isomorphisme de R-modules.
Etpowrz€R : ¢ He 3! ac ® tel que : :UGPQE\PJ}AE
e~ 3!l a e ® (le méme) tel que : = =y + (élément de Pt R),
onye P, \ Pl ie v(y) =a.

démonstration :

Ona: R— R injection R-linéaire, d’ou : P, R Paﬁ injection R-linéaire, j passe aux quotients
et reste injective car : jY(PfR) = P ie. : PFRNR = P (fidele platitude de R sur R).
On a donc j : P,/Pf — P, R/PIR application R-linéaire injective. (Notons que pour o = 0,
j:R/M — }Al/ M est aussi morphisme d’anneaux (et isomorphisme : [A], prop.10.15 p.109)).
Montrons que pour tout o € P, j est aussi surjective.

n
Soit T € Pa]TZ/P;}A%. T € Paﬁ, donc: z = Zhigi i h; € Py, gi € R.

i=1
On éerit pour tout i € {1,...,n} g = g/ + (6lément de MR), olt g/ € R. En effet comme R est
complété métrique de R, on a une suite (Qé,n)n d’éléments de R, convergeant dans R vers g;, cette
suite est de Cauchy, donc : 3ng € Ntelque VpeN g;,  =gi, +a,; ap € MC MR, mais

MR = M est un fermé de E, donc en passant a la limite sur p, ((ap) étant convergente comme
(9% nosp)p), o0 Obtient ce que I'on veut.

n
Vérifions alors que : Z hig. est antécédent de T par J.

=1
j(z f;\g;;) = ngi et : Z hig; = Z higg + Z (hl) X (élémenti ./\/l}?i)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

avec : (h;) x (élément; MR) € P,RP{R C P{R, d'ott: T= higi= Y hig].
i=1 i=1

Passons maintenant aux deux équivalences.
Soit x € R\ H. On cherche a € ® tel que x € P, R\ P;R. Notons [ le plus petit élément de ® tel
que : = ¢ P3R (rappelons que ® est bien ordonné). [ n’est pas 0 (car Py = R et donc PyR = R).
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On consideére : a = supg{y € ® | v < 8} (c’est a dire le plus petit des majorants dans ¢ de la
partie: A={y€® | v<3}). Onabiensir: a <3 (car 3 est majorant de A).
Supposons : « = (. Par caractérisation de la borne supérieure : V£ € @, £ < (= dv € A tel
que : ¢ <~ < 3. Partant de : 3 = 0, on pourrait construire une suite strictement croissante (-, )
d’éléments de A, qui contredirait le lemme 2, donc nécessairement : a < 3.
On en déduit = € Py R par définition de §3, et il suffit alors de vérifier : P = Py

(on aura ainsi = € Pa]/% \ Pof]/%)
D) : Evident.
C) : Soit z € R tel que v(z) > a. Sion avait v(z) < 3, alors v(z) < a exclu, donc v(z) = .
Notons 'unicité de v € @ tel que x € P, R\ P7R : soient ay, s € ® de tels éléments, avec par
exemple a; < ag. Ona: P, C P} et donc P, R C P; R, d’ou une contradiction.
Montrons maintenant que 1'on peut écrire : = = y + (6lément de PYR) avec y € P, \ Py.
T E Paﬁ/ P R admet un unique antécédent y dans P, / P} d’apres I'isomorphisme précédent, y # 0
sinonz =0,etx =7y ie x—ye PIR.
Enfin cette écriture de x assure que = n’est pas dans H, sinon : x € Poffi et:ye Pg]?i NR =P

Théoreme 1 : (Spivakovsky)

H est un idéal premier de R et il existe une unique valuation de Frac(ﬁ/ H), qui soit centrée en
R/H et qui prolonge v. Cette valuation est de groupe de valeurs I, et donc de rang 1.

Démonstration :

On pose pour T € E/H\{O}, 7(7) = @, olt ce « est celui du lemme 3, en remarquant que :
T#0<=zx € R\ H.

Voyons que ceci définit une application.

Soient x1,x9 € R\ H tels que : T; = Ty, auxquels on associe ag, as € & comme dans le lemme 3.

Montrons que 'on a a3 = as. Supposons par exemple que : a1 < as. Alors : Pazﬁ C Poflﬁ, et

To—x1 € H C Pagl?{ =11 € PQQI?{, impossible.

On a donc une application ©: R/H — ® U {+00} (on pose : (T) =4oco <z € H <2 =0).
Par aill : HNR=( N PsR)NR=nN (PsRNR) =N Ps=(0), (ladernitre égalité
ar ailleurs, on a (ﬁecb 5 R) ,8€<I>( 3 ) Al (0), (la derniere égalité

étant triviale car ® cofinal dans R), d’ott I'on déduit que le morphisme naturel : R — }A%/H est
injectif. Soit alors r € R\{0}. Notons 6 = v(r) € ®. Ona: r € P;\ Py, dou: r € P(;]/% et
ré¢ ngi sinon : r € Py NR = Py, et donc d’apres la définition de o on a : § = &(7"), ce qui montre
que application © prolonge v (bien sarsir=0, re Heto(r)=v(r) = +oo).

Maintenant pour Z,3 € R/H\{0}, on a :
v(zy) = v(T) + v(9)
v(Z +79) > min{0(2),0(y)}.
En effet, posons : a = (%) et 8 = (3). Comme z,y € R\ H on a vu dans le lemme 3 :
z =z + (6lément de P R)
y = yo + (élément de Pgﬁ), avec v(xg) = a, v(yo) = 0.
Ona: P;R.P;R=(P:P,)RC P! 4R, et de méme : PR . PR = (PiPj)R C P! 4R,
d’out : zy = zoyo + (élément de PL_ﬁE) avec v(zoyo) = a + [, donc par définition de ¥, on a :
v(xy) = a+ pie : 0(Ty) = 0(T) + (7).
Ceci prouve aussi que H est premier caron a : V z,y € R x,y¢ H=— xy ¢ H (cf. lemme 3).
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déf
1 <Id§(P;) U Idﬁ(Pg))

— 1d(P; U PY)
_ +
- Idﬁ(Pmm{g,ﬁ})

— +
- Pmin{a,,@‘}R

Par ailleurs : PR+ Py R

Donc: z+y=xo+yo+ (élément de Pr;in{a’ﬁ}ﬁ), et v(zo+yo) = a+p,ie : 2o+ Yo € Prinfa,s)-
o Soit z +y € H.

Alors bien siir : +o00 = 0(z + y) = (T + §) = min{(%), 0(7)}.

e Soit v +y ¢ H.

Notons v le plus petit élément de ® tel que =z + y ¢ PWE. Comme x +y € Pmin{aﬂ}ﬁ, on a
v > min{a, 3}, et donc par définition : o(z +y) = supge{d € ® | § < 7} > min{a, 8}, ie.
(T +7y) = min{2(2),0(y)}.

On sait alors que  se prolonge de facon unique en une valuation de Frac(]:’:/ H) par :

19( %) = v(Z) — U(y), et cette valuation prolonge bien siir v, et est de groupe de valeurs T

D est centrée en R/H car ® C Ty et MR/H C M; (voir remarque suivante avec M = Py).

Il reste & vérifier que  est Punique valuation de Frac(R/H), centrée en R/H, prolongeant v.
Soit v une telle valuation. Pour s’assurer que : v = 7, il suffit de vérifier :

V7 € R/H\{0}, (%) = 2(F) (on a ensuite I'unicité du prolongement).

n
D’apres le lemme 3, (et la définition de ©), on a : = zg + Zziwi, avec : U(x) = v(zg) = «,
=1 ZiEPOT, w; € R.
n
Donc : © = z¢ + ZZ—[DZ- (dans R/H), et on a : i(Fo) = v(xg) =  (car u prolonge v), et :
i=1
n

17( EZ-@) > min {vZ)+v(w)} = I{lin {v(z;)} > a. Dou: v(Z)=a, cqfd.

— i=1,...,

.....

Remarque :

Soit z€ Ret e ®. Ona: 2 € PoR = (%) > o

z € PR < (i) > o
Les deux équivalences sont triviales si x € H. Sinon, en notant ~ le plus petit élément de ® tel
quexqéP,yﬁ,ona: tePR=y>a= 0T =supa{d € ® |6 <~} >actaze PR C
PR = (%) > o (I'égalité signifierait par définition de v que : = € P, R\ P:R). Réciproquement
si g = 0(x) > « alors x € Palﬁ \ Poflﬁ mais Pm]% C Paﬁ, de méme en remplagant a; > o par :
a1 > a, vu qu’alors : Palﬁ - POTE

Lemme 4 :  Soit xEE, b e o.

1)z e Pg}A% < 3 (x,,) suite d’éléments de R convergeant vers = dans R,
telle que : Vn € N, v(z,) > 8 (ie. z, € Pg)

<=V (z,) suite d’éléments de R convergeant vers = dans R,
I ng € N tel que Vn = ng, v(z,) > 5.
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2) xz€H <= 3 (z,) suite d’éléments de R convergeant vers x dans ﬁ,
telle que :  lim v(z,) = 400
n—+00

&=V (z,) suite d’éléments de R convergeant vers z dans R,
ona: lim v(z,)=-+oo.
n—400

démonstration :

1)<): Pgﬁ = Pgidéal de R est un fermé pour la topologie M R-adique donc z = lim z,, € Pg]?i.

n—+00

=): Comme z € R, z = lim z, pour (z,) suite d’éléments de R. Soit s € N tel que M*® C Pg
n—+0o0

et donc tel que MR C Pgﬁ. Ona:dmgeNtelqueVm=>=mg, ©— 2, € M:R (définition de
la convergence dans R) et x € PsR = ¥ m > mg, x,, € PsRN R = Pg (fidele platitude de R sur
R). Donc () m>m, est suite ad hoc.

=) : Soit (z,) suite d’éléments de R telle que : x = lim x,, et on suppose = € Pgﬁ. Soit

n—+00
encore s € N tel que M® C P3. Onang € N tel que : Vn > ng, 2, —2 € M°R C PgR. D'ou :
V'n>=mng, x, € Pg (v € PgR par hypothese).
<) : Comme précédemment : x = lim z,, =, € R. Par hypothese ici : ¥V n > ny z, € Ps.

n—+0o0
Donc en prenant (Z,)n>n,, O & bien une suite d’éléments de R convergeant vers x et vérifiant la
condition voulue.

2)=) : Soit (Br)ken une suite strictement croissante d’éléments de ¢ (il en existe car +oo est
point d’accumulation de ® et elle converge nécessairement vers +oo, cf. lemme 2). Soit (z,) une
suite d’éléments de R convergeant vers x dans R. Dapres 1) : V k € N, 3 ng € N tel que :
V' n = ny, v, € Pg,. On choisit ng € N arbitrairement, puis pour k£ > 1 on peut choisir ny > ny_
tel que : ¥V n > ny, x, € Pg, (évident). On a donc ainsi : (x,,),., suite extraite de (z,) (donc
qui converge aussi vers ) telle que : V k € N, v(z,,) = Bk, donc telle que : li]1€n v(Tp,) = +00.

<) : Soit (x,) suite d’éléments de R comme dans I’hypothese. Soit § € ®. 3 s € N tel que
M*R C PgRet: 3ny € Ntel que Vn >ny, 2 —x, € M°R C P3R,

~

dng € Ntel que Vn > ng, , € PsR (v(zy) = 0),

donc en prenant n > max{ni,ny}, on voit que : = € Pgﬁ.

<) : Comme z € }AE, il existe une suite d’éléments de R qui converge vers x, on lui applique la
réciproque précédente.

=) : Soit (y,) suite d’éléments de R qui converge vers = dans R et soit (z,,) la suite construite
précédemment. Soit 3 € ®, on cherche ng € N tel que : V n = ng, v(y,) = .
La suite (z,, — y,) tend vers 0 (car R muni de la topologie /T/l\—adique est un anneau topologique,
on a les opérations sur les limites). Soit toujours s € N tel que : M?* RcC ng%.
dny € N|Vn>n, xn—ynGMSECPgﬁ,HngGN]VnZnQ, xnePgCPgﬁ. Donc
V'n>ng=max{ny,na}, yp =n — (Tn, —yn) € Pgﬁﬂ R = Pg, cqfd.

Remarque : Nouvelle définition de la valuation 2 prolongeant v.

Soit 7 € R/H, et soit (z,,) une suite d’éléments de R, convergeant vers  dans R. On a :
e Ou bien x € H, i.e. £ =0, alors : 0(z) =limv(z,) = +oo (lemme 4).
e Ou bien x ¢ H, alors : (I/(l’n)) est constante a partir d’'un certain rang, égale a (),
(donc aussi : #(Z) = limv(xz,)).



démonstration :

Le premier cas est le lemme 4. On s’interesse donc au 2¢ cas. On prend v € ® strictement plus
grand que tous les v(x,). Cela est possible car sinon on pourrait construire une suite extraite (:cnk)
de (z,,) telle que : limv(z,,) = 400, et encore d’apres le lemme 4 on aurait : © € H, ce qui n’est
pas, par hypotheése. Maintenant pour n assez grand, on a : * — x, € Pfyﬁ, (car on a déja vu :
s € N tel que M* C P,), doncona: z =z, + T — 2y, avec : (T —ap) = > (7)) = viz,)
(par hypothese et d’apres la remarque précédent le lemme 4), donc on peut dire : (z) = v(zy,),
cqfd.

Proposition 1 : On a les isomorphismes de R-algebres graduées :

er, R=gry(R/H) ie: @ P./Pt =@ Pu/Pr
acd acd

gr (R,) = gr,(Ry) ie: @ P, /P @ @v/ﬁt

yel'y yel4

IS

IS

avec : ]Ba:{ieﬁi/H]ﬁ(aE)204},]?7:{3:EK]u(x)}’y}:{a:ERl,\V(:L')}’y},

et : ﬁv ={ X eFrac(R/H) | /(X)) 27} ={ X € Ry | #(X) >~}, (pour a € ®, veT,),

sous R-modules de R/H, K (et R,) et Frac(R/H) (et R;) respectivement.

Toutes ces R-algebres sont integres (car v et © sont des valuations) et on a un isomorphisme
de Frac(ng(R)) sur Frac(ng(Ry)). Donc, a isomorphisme pres, elles ont toutes méme corps de
fractions.

démonstration :
On considere pour a € @ : ,, : Paﬁ — ﬁa
r — 2, morphisme de R-modules , bien défini car on a vu :
z € PR < (%) > . Notons que ¢, a pour noyau H C P,R  (bien siir).
De plus, les ¢, pour a € ® vérifient la propriété (x) suivante :
Va, €@,V (z,y) € PR X PgR, ¢a(2)0s(y) = arsay).
En effet par définition de la loi quotient sur }Az/H, on a: Ty = xy, avec si (%) = a et v(g) = 3,
v(zy) = a4 B. Maintenant les ¢, passent au quotient, on a pour tout o € P :
@o: P,R/PIR — P, /P+ car: po(P:R) C P: (v € PiR= 0(&) > «).
Bo est injective : o 1(P3) = PiR (pour z € PaR, ¢u(z) € Pi < (i) > a < x € PHR),
et aussi surjective : car ¢, l'est : on a restreint arrivée de fagon ad hoc.
P est donc un isomorphisme de R-modules. Soit ¥, : P, — P, R l'inclusion. On a vu dans le
lemme 3 lisomorphisme : ¢, : P,/P+ < P, R/PR.
On a donc le diagramme commutatif suivant :

eV ., pR . B

P,
P, /P —=— P,R/PiR
Vo

gﬂm
S
~
.
+

Et : P /Pt « P,/P?, isomorphisme de R-modules.
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Soit @l = Pu © e cet isomorphisme. Notons que iy : R/M — (R/H/MR/H) = R/MR est
aussi un morphisme d’anneaux. R
On sait que : f =& 1y @ gr,(R) — gr,(R/H), morphisme somme directe des u, est un
acd
isomorphisme de R-modules (gradués).
De plus, on a bien str : f(1, (r)) = to(lr/m) = 1(§/H/M§/H) = 1grﬁ(ﬁ/H)’ et grace a (x) on a
donc un (iso)morphisme d’anneaux (unitaire) :
FO-2) O 00) = D wl(@ada) = FOO_ )OO Up),
acd BED ke® atf=k acd ped
la derniere égalité ayant lieu car :

Uk (Ta¥p) = ur(Tayp) = va(Ta)us(ys) = ta(Ta)us(ys) = Ual(Za)ts(Us)-

Voyons maintenant le 2¢ isomorphisme. R B
Soit v € I'y.. Vu que 'on a R — R/H et donc K — Frac(R/H), on a 'inclusion i, : P, — P, qui

est un morphisme de R-modules. On a bien sir : 1;1(}?’;) = Pl ie:2ePyNP, ©zecPl.
Donc on a : iy : P /P! — ]INDW/]I~D§
T — T  injection de R-modules.

Mais ce morphisme est aussi surjectif : soit X € I?PV’AY /ﬁ; , X € Frac(ﬁ/ H), et on peut supposer
X # 0 (sinon 0 antécédent trivial), i.e. : 2(X) =~. Ona: X = % avec @, b € J/-'E/H \ {0} d’ou

v = (@) — (b), et si on pose : D(b) = B € ®, alors ¥(a) = v+ € ®, donc d’apres le lemme 2 (et
la définition de ) on a ag, by € R\ {0} tels que :

a=ag + élémentPL;ﬁR

b=by + élémentPyR , avec v(aog) =7+, v(bo) = 0.

On a donc un élément x = ? € K tel que v(z) = v(ag) — v(by) = .
0

Vérifions que : z € P /P? est antécédent de X.

Par définition de i, son image est : <@>, et on a : <@) = <g> & g— 40 € ﬁi, mais :
| by by b b by
7 boa — agb . ~ —
% — % = % et ap = ag, bp = by (car R C R/H), donc le numérateur est bpa — apb dans
0 0
R/H. Par ailleurs : bga — agb = bpag — apbp + (élément de P(J;HHQ)R) = élément de P';r+2ﬁR’ et

donc d’apres la 1% remarque suivant le théoreme 1 : ﬁ(bga/—\agb) >4 205.
Comme ﬁ(i)bo) = 23, on a bien ce que l’on voulait.
Onadonc: g= & i, : @ P,/Py — @ IF’V/]IND;, isomorphisme de R-modules.

Vel ﬂ/EF+ yely
Notons que pour v = 0, ig : R,/M, — Ry/M,;, est aussi morphisme d’anneaux, et que les
inclusions i, : Py, — ]TDA,, pour v € I, vérifient la propriété (x) : i, (2).iy,(y) = iy, 4+, (2y) (dans
Frac(ﬁ/ H)), donc comme on a déja vu : g est un morphisme d’anneaux (et donc de R-algebres).
Il reste a vérifier : Frac(gr, R)=Frac(gr, R, ).
Pour tout o € ®, on a l'inclusion P, — P,, morphisme de R-modules (d’anneaux si a = 0),
et comme Pt "R = P ona: P, /P — P, /P{ morphisme injectif de R-modules (d’anneaux
si @« = 0), d’out puisque ® C T'y, un morphisme injectif de R-algebres : gr, R R gr,R,, (on
met des zéros la ou il y a des trous et on a bien sur (%) pour les P, — P,), et d’ou aussi :

Frac(gr, R) L, Frac(gr, R,).
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On va vérifier que ce morphisme est aussi surjectif. Il suffit de vérifier que tout élément homogene
~ N a
non nul de gr, R, admet un antécédent par p. Soit % ot a € I'y et x = 3 €K, a, be R\ {0},

un tel élément. Comme on le suppose non nul z € P\ P} et donc o = v(z) = v(a) — v(b). Notons

aOH-,B
B =v(b) € ®,alors v(a) =a+ € P et 05 est antécédent cherché. En effet son image par p
acts actP at o~
est par définition : = or : = =7% = P = (g) x b’ (dans gr,R,), ce qui est vrai

par définition de la loi du gradué.

Dorénavant on suppose que R est un G-anneau (anneau de Grothendieck), i.e. :
xR noethérien .
* Pour tout idéal premier P de R, Rp — Rp est un morphisme régulier i.e. : pour tout
premier P de Rp, la fibre Rp 1(%8 k(P) est géométriquement réguliere sur x(P) i.e. : pour toute
P
extension finie K’ de k(P), Rp ® k(P) @ K'= Rp ® K' est régulier.
Rp K(P) Rp
C’était bien le cas de k[u, v](, ) de I'exemple 1 (cf. [M], p.259 : toute k-algebre de polynomes est
un G-anneau et tout localisé ou tout quotient de G-anneau en est aussi un).

Proposition 2 : Ry est un anneau local régulier, géométriquement régulier sur K.

démonstration :
D’abord ]?EH est un “localisé” de : K ® R.
R

En effet soit : T = R\ H, S = R\ {0} parties multiplicatives de R. Ona: S C T (car HNR = {0}),
dou: Ry=T"'R
— T_I(S_l

Mais comme on suppose que R est un G-anneau, K ® R est un anneau régulier :
R

- il est noethérien car c’est S _1§, avec R noethérien.
- soit M le maximal de R donc Ryq = R, Ej\\/[ — R. On a: R est G-anneau —% Ry — Ej\\/[

morphisme régulier i.e. : V P € spec(R), R ® k(P) géométriquement régulicre sur x(P) et donc
R

en prenant P = {0}, (R integre), K’ = K extension finie de K, on a : x(P) = Frac(R/{0}) = K et
R® K ® K' =R ® K est donc régulier.
R K R

On en déduit que Ry est (local) régulier d’apres I’équivalence suivante :
Soit A un anneau noethérien, A est régulier <= pour toute partie multiplicative .S de A,

S~1A est régulier.
<) : évident on prend S = A\ P ou P décrit les premiers de A.

=) : soit ST1P premier de ST'A, (P premier de A disjoint de S), alors : (S71A)g-1p = Ap
et Ap est par hypothese régulier, cqfd. R R
Maintenant Ry est géométriquement régulier sur K : d’abord on a bien K C Ry cari: R — R
passe aux localisés (i(R\ {0}) C R\ H), et reste injective car R integre, ensuite soit K’ extension

11
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finiede K,ona: Ry @ K' =T YK @ R) @ K' =T YK ® R® K') = T"Y(R @ K'), régulier
K R K R K R

d’apres 1’équivalence ci-dessus (car R est G-anneau).

Remarque : Du fait de la bijection croissante :
{premiers minimaux de R
disjoints de S = R\ H

et du fait que : Ry local régulier = Ry intégre,A([M], th.14.3 p.106 ou [Z.S.] cor.1 th.25 p.301),
on déduit que (0) est le seul premier minimal de Ry ; et qu’il correspond donc a un seul premier

} « { premiers minimaux de Ry}, ([M.P.], prop.5.3, cor.5.4 p.30),

minimal de R disjoint de S = R \ H i.e. : inclus dans H, on le note : N ; et on I'appelle premier
minimal implicite de R associé & v. Ainsi N C H et NN R = (0). Dans le cas ot R est integre on
a bien sur N = (0).

Théoreme 2 :

Soit K le corps des fractions de }/i/N . 1l existe une extension v de v & K qui soit centrée en E/N .

Démonstration :
Notons que I'on a bien K C K car R C ]:?/N (NN R = (0)). Soit y une valuation monomiale
de Frac(fiH) centrée en Ry, (il en existe car Ry est local régulier : par exemple la valuation
MR- adique) La localisation de R/N en H/N est 'anneau RH /N Ry mais NRy est premier
minimal de Ry car image du premier minimal N (dlSJOlIlt de R\ H ) de Ry donc NRy = (0) et
donc cette localisation est 'anneau Ry et K = Frac(R/N) Frac(RH)
Par ailleurs Ry /HRy = Frac(R/H) et M, N Ry = HRy (= MRp) est le maximal de Ry donc
on a : Frac(R/H) — R,/ M,.
On a donc le diagramme commutatif suivant :

Po =~

R —— R/N — R/H

i : m

K ——— Ry=Ry/NRy —— Ry/HRy =Frac(R/H)
N

R, — R/ M,

Maintenant on étend la valuation # de Frac(R/H) en une valuation de R, /M, (encore notée ),
cela est possible d’apres le théoréme d’extension (cf. [Z.S.], th.5" p.13).

Alors p~!(R;) = S est anneau de valuation d’une valuation v de K (v est la “composée” de p et
D) avec : S domine birationnellement R/N (< v centrée en R/N) et avec de plus : v prolonge v.

Vérification : S est sous-anneau de R, et R/NCS : siz € R/N, p(z)=po(zx) € R/H C Ry. De
plus : Frac(S) = K (car ]?2/]\7 C S C R,). Soit maintenant = € K, montrons z ou z~* est dans .

Siz ¢S : oubien z ¢ R, alors z7! € R, (anneau de valuation de u de K) et méme 7! € M,
(sinon z~! inversible dans R,, et € R,,), mais M,, C S carsiy € M,, p(y) =0€ R, ;
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ou bien z € R, si x € M,,, x € S exclu, donc =z ¢ M,,, x inversible dans R,
p(x~1) = p(x)~! et on a supposé p(z) ¢ Ry (i.e. : 2 ¢ S)doncp(z) ! € Ryeta les.
Donc S est 'anneau d’une valuation v de K, et elle est centrée en }/%/N :
si # € MR/N, po(%) € MR/H, donc 0(p(%)) = 2(po(Z)) > 0 et & € p~2 (M) N R/N C M,,
(comme S est local, 'idéal engendré dans S par p~*(M;) N R/N est contenu dans M.,,).
Enfin v prolonge 7. Regardons en effet le diagramme suivant :

T T
K/U(R,) K/U(S)

Pour que v étende v il faut et il suffit que : U(S)N K =U(R,), (K/U(R,) et K/U(S) étant les
groupes de valeurs de v et v). Notons p; : S — R la restriction de p a S et R, bien sur aussi
surjective. On a alors : p; '(M;) = M, . En effet comme R, = S est local, p; (M) C M,, et
done My =7 pi(p7HMy)) C p1(M,) avec pi(M,) idéal de Ry car py surjective, donc :

M = p1(My) et prt(Mp) = prt(p1(My)) D M, dot Pégalité.

On a aussi alors : p; “(U(Ry)) = p; " (Ro \ Mp) = S\ M, = U(S).

Le premier diagramme, tenant compte de p1, devient :

R ——— R/N R/H
M N N
K S=R, ——— R, C Frac(R/H)
N N N
Ry —— Ry S Ry /M,
.
K

P1r = Pop : BB — Ry est injective (car HNR = (O)), on a d’ailleurs vu son prolongement :
K < Frac(R/H) dans la définition de o.
Soit alors # € K, on a: z € U(S) N K< 0= (py(z)) et x = % oua,be R\ {0}

b
x) et x € K (car U prolonge v)

= zcE U(RV), cqfd.

(
0 = 2po,, (a)po, (b)) avec & = =
—

Définition : On appelle extension réguliere de v & K ’extension v considerée dans la démons-
tration précédente (i.e. la “composée” de U et ).

On étudie maintenant ce que devient H par éclatements locaux, (morphismes locaux injectifs
birationnels entre anneaux locaux noethériens integres), et plus généralement par morphismes
locaux injectifs d’anneaux locaux ncethériens integres.
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Soit IT: R < R’ un tel morphisme.

Etant local, il est continu pour les topologies M-adique et M’-adique de R et R’. On sait alors
que 'on a un (unique) prolongement continu, local : m:R— R

Par ailleurs II étant injectif, il se prolonge aux corps des fractions K et K’ de R et R'.

On suppose que v s’étend en une valuation v/ de K’, centrée en R’ et aussi de rang 1. On note :
I'" = V/(K') son groupe des valeurs et ' = v/(R’). On a bien stir ® sous monoide de ¢’ et I' sous
groupe de I'V. Résumons :

’

R —— R —— K —Y T"=K'/U(R,)
R «—— R —— K —Y . T=K/UR)

Proposition 3 : Pour 3 € @, Pﬁﬁ = Pél/Q\’ N R, ot bien sir : Py={z e R |V (z) > B}

démonstration :

n n
Size Pgﬁ, T = Zaixi oua; € Pg, z; € R et alors : ﬁ(l’) = Zazﬁ(xz) € Péfi\/ car v’ prolonge
i=1 =1
v et car II prolonge II. Donc z € ﬁ_l(Péﬁ) = P[’;ﬁ\’ NR.
Réciproquement soit = € Pél/Q\’ N E, et soit (x,,) une suite d’éléments de R convergeant vers x dans
R. Comme II est continu : (ﬁ(xn)) converge vers II(z) dans R’ ou encore : (z,,) converge vers
II(x) dans R’ car II prolonge II et II injectif. Mais par hypothese : II(z) € P;R/, donc d’apres le
lemme 4 appliqué dans R’ : 3 ng € N tel que V n = ng, v/'(z,) > § ie. v(z,) > (. Mais alors par

le méme lemme 4 appliqué dans R comme : () B ,ona: x € Pgﬁ, cqfd.
n—oo

Corollaire : H'N R = H.

démonstration :
C)Soit z€ H'NR. VBe®C P, v€ PARNR=PsRdoncze (| PsR=H.

Bed

o) Soit € H, et soit 3 € . I € ® tel que 8 > 3, (car ® cofinal dans R ““22° & cofinal
dans ®'), et alors : P[’;f{\/ C P/éjz\/, mais x € Pgﬁ = Péﬁ N R et ceci pour tout 3’ € @', donc
ve () PyRNR=HNR.

B/E(b/

Remarque : On a donc le diagramme (commutatif) suivant :

o~

—_— R/H/ _— R/N/

Ru

T

=
=
= —— %)

Ry

|

_
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Pour avoir une fleche : RN — T ~, il suffirait que, comme pour H, on ait : N 'NR = N, et pour
cela il suffirait d’avoir la fidele platitude de R sur R,ou: R=R ® R.

Or on a pas cette fidele platitude, comme le prouve 'exemple su1vant donné par L. Gruson.

Exemple 2 :
Soit : R = k[u, v](4,). R est local, ncethérien, G-anneau, (u,v sont des indéterminées).
Soit : R/ = k{u, B] .Ona: R = R[g] , c’est 'anneau local du point générique du diviseur
exceptionnel (u :uO)(uc)lans Iéclaté de R slttli\ﬁ;it son idéal maximal (u,v).

On a R’ domine birationnellement R car R C R[E] C FracR = FracR[ = FracR et FracR' =
u

[—

v
u
FracR = K, de plus R — R’ morphisme local : (u,v) C (u),, car v =u x

el

R’ est aussi 'anneau de la valuation (u,v)-adique v définie sur K = k(u,v) i.e. :

k[u, %](u) = {SEZ:B ’ v(P(u,v)) = v(Q(u,v)) }

Vérification : v est définie sur k[u,v] par : v(P(u,v)) = min {a +0 ‘ a3 # 0 dans P(u,v) =

Z aa,guavﬂ}, (et se prolonge de facon unique a k(u, v)) v est centrée en kfu, v] et k[u, v] (), de

centres dans ces 2 anneaux : (u,v) (évident). Mais elle est aussi centrée en k [u, g}, de centre (u).
u
v v v v\
D’abord k{u, —} C R,. En effet on peut écrire : Q(u, —) =ap(u)+a(u)—+...+ an(u)(—> , et
u u u u

Q(u, B) = M ot n = degv Q. Les mondmes de Q1 (u,v) sont les : a;(u)u™ ‘vt on 0 <i < n,
U u” u
donc on voit que : V(Ql(u, U)) > n et donc V(Q (u, %)) = V(Ql(u, U)) —nv(u) = 0.
. v v
Maintenant : Q(u, E> eEM, = V(Q(u, E)> >0
— I/(Ql(u, v)) >n
u divise dans k[u] tous les a;(u)

<~

<= wu divise Q(u —) dans k[ U]
v Y ik

— Q(u, —) € (u) dans k{u, —],
u U

(u).

On sait alors que v est centrée en k [u, E}

U

P(u,v)
. Q(u,v)

w Py () o = v(P(u,))
Ona: F(u, uBQl(u _) {ﬂ:y(@(u,v)), az .

Et on pas Q1 (u, E) multiple de u dans k[u, %} (sinon V(Q(u, v)) > 3), cqfd .

et donc: M, N k{% %} =
, (de centre (u)k [u, E] )

(u) u

Réciproquement soit F'(u,v) = tel que : v(P(u,v)) = v(Q(u,v)).

Donc R’ est anneau de valuation discréte, et son complété R’ I'est donc aussi (il est régulier, local,
neethérien, de dimension 1 comme R’ et integre car régulier local).

Si on avait R — R/ fidelement plat, alors les idéaux de R seraient totalement ordonnés par
inclusion comme ceux de R’ mais R est inteégre (voir description de R ci-apres), et on aurait donc
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R anneau de valuation, mais ce n’est pas le cas (cf. description R).

Description de R :

R est isomorphe & la partie (donc sous-anneau intégre) de Frac(R) = k((u, v)) suivante :

f(u,v)
R = | FeRllull, Q€ klue] \ {0} et v(f) > ,
{ Gy | /€Ml Qe ru]\ {0} et v(r) > v(Q) |
ou v est la valuation (u,v)-adique de k((u,v)) qui prolonge bien str v de k(u,v).
En effet on considere l’apphcatlon R-bilinéaire suivante (c’est un produit) :
( )R xR — Fr(acR)f( )
P(u,v P(u,v) f(u,v
(Gao ™) = =G

¢:R=R ® R — FracR, telle que : go(
R

, qui donne lieu & 'application R-linéaire :

P(u,v P(u,v) f(u,v
) 1) = P )
Q(u, v) Q(u,v)
 est évidemment un morphisme d’anneaux, et son image est bien str incluse dans R. On considere
sa restriction (a l'arrivée) & R. On obtient alors un isomorphisme :

* InJect1v1te

Sth—@fz dans R tel que : <Z—®fl> =0, i.e. ZPfZ =0.Ona:

prz: Zz(Hﬁzgj) le:O ZHQ]sz—Oﬁl(@ZHQ]sz—O
! i g i g
— Z HQ] )P; ® fi=0 (car.® ®. est R-bilinéaire et que (H Q;)P; € R)
i jFi Jj#i

1
P on a multiplié par — ou Q = H Q; € R en utilisant 'isomorphisme :
- E 2 ® fi=0 Q i
—~ (i R —1(m/ D\ o~ Q—17 D _
i STHR %R)fs R%RavecS—R\{O}.

% Surjectivité : (on suppose ici k infini pour simplifier)

/
Soit f(u,v) € R. En faisant un changement linéaire de coordonnées du type : {u, -

Q(u,v) v =v— au,
pour un « € k choisi, on a v’ et v’ algébriquement indépendants sur k et on a: Q(u,v) = Q1 (v, v’),
flu,v) = f1(v/,v") (en fait : k[u,v] = k[u/,v'] et k[[u,v]] = k[[u/,v']]), avec Q1(u/,v") réguliere
(d’ordre p) en ' ie. : Q1(u',0) = uPQ2(u’) ot Q2(0) # 0, (cf. lemme associé au théoréme de
division de Weierstrass , par exemple [Z.S.], lemma 3 p.147).

De plus : la valuation (u/,v")-adique de k((u/,v")) = k((u,v)) n’est autre que v (car v/ =v — au
homogene de degré 1) et de méme le degré global de Q) est égal a celui de Q.
On peut effectuer la division de Weierstrass de f; par @) réguliere :
fi(W V') = g1 (W, v")Q: (v, v') + Ty (u/,v') avec Ty (v, v") € k[[v']][w/] et degy Ty < p
et g1 (ulvv,) S k[[u/7vl]]
Ty s'éerit : Ty = u'Plag () + -+ uap—1 (V') + a, (V)

Ona: v(Ty) = min v(u"a,—i(v')) (car deux mondmes contenant chacun une puissance de v’
o<i<p—1

différente ne peuvent s’annuler entre eux ).

Dot : Vi€ {0,...,p— 1}, v(u"ap—;(v')) = v(Q1) sinon : 3 i€ {0,...,p— 1} tel que :

v(Ty) < v(wiap,—i(v')) < v(Q1) < v(g1Q1) et alors v(f1) = v(T1) < v(Q1), ce qui est contraire &
y \ fl(ul7v/)

I’hypothese <W € R) | |

Doncona: Vi€ {0,..,p—1i}, ub,—;(v) =u"v"b,_;(v), owi+n; >v(Q).
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En revenant avec les parametres u et v, on peut écrire :
flu,v) = g(u,v)Qu,v) + uP~ ! (v — au)™=1by (v — au) + - - + u(v — au)b,_1 (v — au)+

(v —au)™b,(v — au),
Zp o Wuib,_i(v — au)

' Quw) It Q)

zm

= 90(1 ® g(u,v) + Z Qo) 5 ® bp—i(v — au)), et on a l'antécédent cherché.

Maintenant R n’est pas un anneau de valuation :

+o0 i
u— civ’
On considere 1’élément : = = +11 = —, en reprenant la notation de I'exemple 1. Il est
u u
non nul et ni z, ni 7! n’est dans R : si z = é € R,alors: 1+v(Q) =2+4v(f), avec v(f) = v(Q),
2
U _
impossible, et si: 27! = — = é € R, alors : Qu?> € HN R = (0), (cf. exemple 1), ce qui est bien
w

str aussi impossible.

On revient maintenant au cadre général. Notons que si f : A — B est un morphisme (local)
d’anneaux locaux noethériens, on dit que B “induit” la topologie de A, si: Vk €N, dp € N tel
que : NP N A C M*, o bien siir M, N sont les maximaux respectifs de A et B. Dans ce cas f est
injectif : Vk €N, 3pe N tel que : kerf C NPNAC MF, dou : kerf CkQN MF = (0).

Proposition 4 : ht(H) < ht(H").
démonstration :

On note M et M’ les maximaux de R et R', et R = R' ® R comme dans I’'exemple précédent.
R

Soit I = (fo, f1,-.-,fn) lidéal de R que 'on éclate, et f € I tel que v(f) = minv(I). Quitte a
renuméroter les générateurs de I, on peut supposer que f = fo.

Notons que R est noethérien, en effet :

Rz(R[%,...,f—;D ®§, ouPestunplremlerdeR[J;1 ..,f—;],
fl fn 2} fl n
- (v~ R[ff f f};RR, o U= R[*Z... 7]\P,
=UH(R [fl f2 7] R),
=U- (R ),

est le localisé d’une ﬁ—algébre de type fini, avec R noethérien.

On pose : M = M N R, idéal premier de R, et S :E\ M. Le Elgrphisme h: E\—> R passe bien
au localisé Ry, car si v € 9, alors z inversible dans R/, i.e. x ¢ M’ (sinon x € M'N R = M). De
plus, le morphisme obtenu h: Eﬂ — R est local, i.e. : fz(ﬂ Rﬂ) cM (évident).

Par ailleurs le morphisme g : R’ — Eﬂ composé des morphismes naturels : R' — R et R — Rﬂ

!/
1 [ —
est lui aussi local : si m’ € M, g(m’) = m1® €S "M car h(m'®1) =m' € M'.

On a le diagramme commutatif suivant :
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v/ N

Ry=5 R
R - -R@ R

j v
R ——

Notons que R’ — R est une injection car R est fidelement plat sur R’ et aussi que : R—TR est
injective (il suffit pour le voir de tensoriser la suite exacte de R-modules : 0 — R — R’ par R
fidelement plat sur R).

On va d’abord démontrer que R’ est fidelement plat sur Eﬂ. Pour cela, il suffit de montrer que
R est le complété de I'anneau local, noethérien R , (cf.[M], th.8.14 p.62). Et pour cela encore,

il suffit de vérifier que la topologie de R induit celle de Rﬂ’ et que celle Rﬂ induit celle de R’,
(théoreme de topologie sur les complétés).

e Cas de R — Ry :
Soit & € N. On cherche p € N tel que : Mpﬁm NR c M. On prend p = k. Soit alors

S — — — —k
x € R’ tel que g(x) € S "M". Ona g(x) = %, uwe M = (hil(/\/l’)k C h™Y(M"") et donc :
- h —k —k —~
h(g(z)) = % = h(u)h(s)™t € M"" ,ie. z € M'" N R et alors par fidele platitude de R’ sur R/,
s

onaxzeMP*. - — —

e Cas de Ry; — R : Notons M’ = (ay,...,a,), et donc M' = (ay,...,a,)R.

On va d’abord vérifier que : (a1 ®1,...,a,®1) forme un systeme de générateurs de M.
R R
Soit z =3~ r}%fj € M.

Supposons d’abord que pour un j, on ait : rj non inversible, i.e. r; € M'.

On éerit = 75 = 375 Aija;, ot les \; € R/, d'ott : T;%@ =\ ai%fj = Zi(Aij%U(ai%fj),

mais on peut écrire : T; = x; + yj, avec x; € R et y; € MR (cf. la démonstration du lemme
3), dot: ri@x; = > (Nij @x;)(a; @1) + 32, (Nij @ 1)(a; ® g;) et comme on peut aussi écrire :
R R R R R

Uj = Mk, mg € M, uy, € R, ona: (Nij (% 1)(a; %y’}) = > (Nijmy %@)(ai % 1), et donc
T’4®fj € (a1®1 an®1)

Supposons mamtenant que pour un (autre) j, on ait : r inversible, i.e. r eR \ M.

Ecrivons encore : £ = x; + > MUy, alors @ 7% %l’j =7 %xj + > (1 %mkuk)( j % 1). Mais
(1 %mku/\k)(r; % 1) = myr) %ﬂ;, avec mp € M C M" = myr; € M’, donc tous ces termes de
la somme correspondent au premier cas. Par ailleurs : 1/ ® zj = ¢ ® 1, avec ¢; = rix; € R,
et on est donc arrivé a I'écriture : z = ), 7 . (ay ® ®1)+ c® 1, avec T € R; ¢ = >.i¢ € R
D’apres le premier cas, il ne reste plus qu’a montrer que ¢ € ./\/l’, pour avoir z € (a; % 1,....a, %ﬁ 1).
On a: h(z) = >, h(7:)h(as ® 1) +h(c® 1) = >, h(7+)ar + ¢, et par hypothese h(z) € M’, donc
ce MNR = M’ par fidele platltude de R sur R'.
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On va maintenant vérifier que : V p € N, M N ]_%ﬂ = ﬁ_l(./T/l\’) cS 71Mp =M R, ce qui
prouvera le cas de : R 7 — R, (car c’est un morphisme local).

Soit = € ﬁ_l(.//\/l\’p), x = E, u € R, s € S. 1l suffit bien siir de montrer que : u € M.

Comme (ay,...,a,) est p;r définition un systeme de générateurs de M, on peut écrire :

u=73 ;Az att .. alr %x}, avec £ = ({1,...,0,) € N", (éventuellement tous nuls), NER, Tp€ R.
On note : |£| =€ + ...+ £y, qui va jouer un role de “compteur”.

Comme précédemment, T; = x;+ Y, mply, ot ;€ R, m € M C M/, u;, € R, et on obtient :
u=y ;A\ xp atr .. alr % L4327 pmeAp atr . al %u/\k. Si Ay 27 est un élément de M’, on le
décompose suivant aq,...,a, et on fait augmenter la valeur de ]E |. De méme on décompose my\;

(qui est élément de M), suivant aq,...,a,. Mais on peut aussi décomposer uy, comme on ’a fait

pour Ty, et répéter encore alors les mémes décompositions. Quand on obtient \€| p, pour un
terme, on arréte de le décomposer. Supposons que l'on ait pas pu obtenir pour tous les termes de
la somme : |[¢| > p, on a alors l’écriture de u suivante :

U= Z /\%afl... ”®1+ Z Npapt... "®uﬂ, ol pour |/]| < p, ona: A% ER’\M’
|Z]<p [€1>p et pour || > p, A GR’ u €R.
d’ou: h(u Z Nya b al 4-élément de //\/l\’p, mais par hypothese, h(z) = h(u)h(s) le X/l\’p,
|7]<p
d'on aussi h(u) € M, d : Aoalt . alr e M N R = M, par fidele platitude d
ou aussi h(u) € , donc on a : Z Fayt...an € NR = , par fidele platitude de
|Z]<p
R’ sur R/, et on réécrit alors cet élément sous la forme : Z W al™ ooart, ou les g € R, et
|mi|=p

en le tensorisant sur R par 1, on voit que :

u= > pmal™ ... ayn @l > Xeaf...dl ®}
R
| |=p |7 >p
= A1) (a1 @)™ .. (4, 1) + No@ul)(ar @1) ... (ap @ 1) |
Zp(MmR)(lR) ( R) [>(€R€)(1R) ( R)
mi= Z2p

(14 “ P . L -
est un élément de M, d’apres ce que 'on a déja vu sur les générateurs de M.

Comme on vient de prouver que R est fidelement plat sur R+, on sait que 'on a le “going-down
theorem” entre ces deux anneaux, ([M], th.9.5 p.68), donc on a : ht(H') > ht(H' N Ryy).

On va maintenant prouver que : ht(H)=ht(H)=ht(H Ry;)=ht(H' N Ry;),on: H=H' NR,
ce qui concluera la démonstration.
La derniere égalité résulte du fait que : H' N R— H Rﬂ en effet :
C) : Soit g, a € R, s € R\ M, tel que : B(E) h(a)h(s)~' € H', alors h(a) € H’, et donc
s s
7 1

ce HNR=H, dot: = =2x-cH Ry

0 _ 71_8 1 s
D): Siz= S € S "H, alors h(z) = h(a)h(s)™' € H'.

La deuxieme égalité résulte du fait que : HcM,(ie : HNRC I/l\’ﬁﬁ), car alors la localisation
en M ne change pas la hauteur de I'idéal.

La premiere égalité est aussi : dim Ry = dim Rﬁ, et on va montrer que : Ry © Eﬁ.

Onpose: T=R\H, T=R\H,V=R\{0}, et V' =R\ {0}.
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On a: VCTCT,CarHﬁR:(0),etﬁﬁ§:H’ﬂ§ﬁ§:H’ﬂ§:H,etonaaussi: V'cT
car HNR'= H' N R = (0). On a le carré commutatif suivant :

Rz=T 'R = Ry=T"'R
T T

R'®@R=R — K®QR=VIR

R R

Le seul point non immédiat est de définir le morphisme : T 'R — TR et de vérifier qu’il est

bien l'inverse de : T-'R — T ZIE. R

Le morphisme : ¢ : R — T~!R = Ry passe au localisé par T, c’est & dire quesit € T = R\ H,

alors ¢(t) est inversible dans RH, i.e. n’est pas un élément de H RH, car si c’était le cas, on aurait

ﬁH( ( )) G H/R/H, (en notant HH RH — R’H/), ie. 1 te H/R/H/ NR = HIR/H/ ﬂR/ NR=

H'NR=H, car on a (encore !) le diagramme commutatif suivant :

VIR=K®R T-'R = Ry
R

R=R@R — R — R i

R

12
En effet, soit 7= >, r/®7; € R. Ona: gy (go(F)) = Zif’n, qui est bien I'image de 7 quand on
R

passe par le “bas” du diagramme, cqfd. Notons : ¢ : Eﬁ —R geto: R 0 Rﬁ

~

. . L, T 3
Il reste a vérifier que ces deux morphismes sont bien inverses I'un de l'autre. Soit = € Ry, son
17 ~
image dans Rz est %, et cette image est renvoyée sur = dans Ry . Inversement il suffit de

R
prouver quun ¢lément 7 de R est renvoyé sur lui méme dans Ry, i.e. 0(@(?)) = 1, car alors :

~ /T ~ /N o~ T\ — ~/_ =\ —1 7 7\ —1
0(5(3)) = 0(2([M@(B) 1) = 0(2(7))0((B) =T x(1)
Un élément de R s’écrit comme une somme finie d’éléments du type :

[1 , Ln
Zror (G4

r
7

T, = ®r , ou encore, en effectuant les réductions au méme dénominateur
Zﬁbm(%) ()R
qui s'imposent : 7; = ¢ // ]{ ’ ®7“ A nouveau, comme 6 et @ sont additives, il suffit de vérifier que
Wwafmr LI leT
7; est renvoyé sur FT dans Rz. On a : 9(@(%)) = 9(“5}: ) = ’f@ el d 1(;1R = %, dans Ry,
R R

comme on le constate en faisant simplement le produit en croix.

Remarque : Soit pour chaque n € N un éclatement local : II,, : R «— R en partant

pour n = 0 de II : R — R/, et soit naturellement pour chaque n l'idéal implicite H™ de R(™).
Alors on peut affirmer que la suite : (ht(H (”))) est stationnaire, en effet c’est une suite croissante

d’entiers majorée par dim R :  htH() < dim }?(;) = dim R" < dim R,
(pour la derniere inégalité cf. [S], lemme 2.2, p.113).
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Il se peut aussi que l'on ait I'inégalité stricte : ht(H) < ht(H’), comme le prouve I’exemple suivant :

Exemple 3 : (description de H et H')

On considere : R = k[u, v, w](,,,w) local, ncethérien, G-anneau, (avec u,v,w indéterminées), et
/

u =u
R = k[u',v", W]y oy, o1 s g0 =2
w =w

R’ est I'éclatement de I'idéal (premier) (u,v) de R.
Notons que v/, v’, w’ sont algébriquements indépendants sur k, que R’ domine birationnellement R
(tous deux de corps de fractions K = k(u,v,w)), et que Il : R < R’ est 'unique morphisme (de
k-algebres) obtenu par passage au localisés a partir de : Il : k[u, v, w] — k[u’,v", w'] tel que :

My(u) = o/, Tp(v) =u'v', M(w) =w (I est I'injection canonique).
De plus : R = k[[u, v, w]], et R = E[[u/, v, w']], et ici Il : R — R’ est bien sir injective. Enfin on
a:k=R/(W v w)=R /W, v, w)etaussi: k=R/(u,v,w) = R/(u,v,w).
Soient t1,t2 des indéterminées. On considére la valuation monomiale de k((¢1,t2)), centrée en
E[[t1,t2]], soit #, définie par : 6(t;) = 1, O(ts) = /2.
SiS = Z ap,qtith € K[[t1,t2]], non nulle, alors : 6(S) = min{p + ¢v2 | a4 # 0}.

{p,q€N}

Son groupe de valeurs est I' = Z + Z+/2, c’est un sous-groupe dense de R, § est de rang 1 (et de
rang rationnel 2 : i.e. la dimension du Z-module I' = Z[/2]).

On considere aussi I'unique morphisme de k-algebres (local) 7 : R — k[[t1, t2]] défini par :

T(u') = tg

T(v') =t

T(w') = Zcitﬁ , oules ¢; € k*.
i>1

On suppose 7(w’) transcendant sur k(t1). Alors 7 est injective.
En effet, supposons : T(Z ap.qruv' W) = 0, alors : Z ap,qwtgt‘f(z cith)” =0, soit :

finie finie i>1
S a0t et + (S anant (et Yoo+ (3 el it ) =0
q,r 121 q,r i>1 q,r i>1

d’ou tous les coefficients des té, j €40,...,p}, sont nuls, et par hypothese Z citi1 transcendant sur
i>1

k[t1], donc tous les ay 4, sont nuls, et 7 est bien injective.

On note encore 7 le prolongement de 7 & K. On a donc le diagramme commutatif suivant :

klu,v,w] ——— k[u/, 0" 0]
1 N
R E— R —T k[[tl,tg]]
N
K — 5 k((tl,tz))

On considere alors la valuation v restriction de § & K (via l'injection 7, analogue de I’exemple 1).
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v(w) =00)_ct) =1 (avec ¢ #0).
i>1
De plus si P/S € R', v(P/S) = v(P) car 7(S) de terme constant non nul, donc de valuation 6
nulle. Donc v est centrée en kfu,v,w|, R, k[u/,v’,w'] et R’. De plus son groupe de valeurs est
celuide 0 : T'=Z + Zv/2.
En effet, bien siir : Im(v) C T et siy = p+qv/2 € T, soit p,q = 0, alors v = v(u'%0'P) ( = V(qup)),
v'P

: 1
u/—q)’ soit p < 0,q < 0, et alors : v = l/(m).

On a donc v de rang 1. Et on voit de méme que : ® = v(R \ {0}) = N+ Nv/2, et aussi :
® =v(R\ {0}) = N+ Nv2.

Soit f€ P et n=max{ieN|i<j}.
Alors : Pé:{xER/|V($)2ﬁ}:IdR/<{w/—ZC¢’UM }U{u’qv’p|p+qx/§>ﬁ}).
i=1

soit p > 0,q < 0, alors v = u(

(idéal engendré dans R')

Vérification : N . .
D) v(W'P) = p+qV/2 et l/(w’—z cv') = 9(7’(10/)—2 ciT(v/)i> = 9( citi—z ciﬁi) =
i=1 i=1 i>1 i=1
e .
0( Z cit’1> =n+ 1> (@ par définition de n.
i=n—+1

C) Soit P/S € Pg C R'. Comme déja dit : v(S) =0, donc : v(P/S) > < v(P) = 0.

La division euclidienne de P par w' — Zciv/i, polynéme unitaire de degré 1 dans Afw'], ou

=1
n

A= klu',v'], séerit : P = (w' — ch’i)Q +T(u',0v") car degyyT <1 (et Q€ R').

i=1
Dans T'(v',v") tous les monomes a,, ,u’?v" sont de valuations distinctes, sinon on aurait pour deux
monomes : p1 + q1vV2 = pa + ¢2v/2 avec p;, q; € N pour i = 1,2, mais (1,1/2) base du Z-module
libre Z[v/2] = Z + 7Z+/2, donc on aurait : p; = py et ¢1 = ¢o, contraire au fait que ce soient des
monomes distincts.
Supposons maintenant que dans 7'(v’,v’) on ait un monéme de valuation strictement inférieure a
3, soit : ap qu'?0'P le monéme qui soit de valuation la plus petite ainsi.

Alors : v(P) =p+qV/2 (car v((w — Z civ')Q) > 6)

< [  contraire a I’hypothese.
Donc tout monéme a, qu'90'” de T'(u’,v") est de valuation supérieure ou égale & 3 et on a bien :

P/S € Idg ({w’ — ch'i FU{W P | p+qV2 > ﬂ})
i=1

(o]
On va maintenant montrer : H' = (h'), ou b/ = w' — Zciv’i € R’ et (rappel) : H' = ﬂ PR’

i=1 ped’
e W eH .
Soit f € ®'. On définit n € N comme précédemment, i.e. : n = max{i € N| i < (3}, alors :
n o0
A =uw — Z et — 0" X hg, ot hg = gy F Cpyot oo = Z et e Rr
i=1 i=n+1
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Comme n+1 > 3, on a: v € {v/%'P | p+ qv/2 > B}, (prendre ¢ =0, p=n-+1), et on a
donc /' € PéR’ comme on voulait.

e Siona k' irréductible dans &', comme R’ est factoriel, on a (') premier de R, et si on
montre H' de hauteur 1, on aura : H' = (h/).
La démonstration de I'irréductibilité de A’ est la méme que celle de w de I'exemple 1. D’ailleurs A’
est un parametre de R’ i.e. : (u/,v,h') systéme régulier de parametres de R’ = k[[u/,v', w']], (Car
k' d’ordre 1 (pour la valuation (u',v’, w')-adique de ﬁ) et les formes initiales v/, v', ' = w’ — 10/,
sont linéairement indépendantes sur k‘), et on sait alors ([A],cor.11.21 p.123) que «/,v’,h’ sont
algébriquements indépendants sur k, d’ou k[u’,v", w'] = k[u',v’, h'] et b’ irréductible.
Pour démontrer ht(H) = 1, il suffit de montrer : dimé\’/ H >2,

(car dim(@/ﬁf) + dim(ﬁ\’H/) < dimR’ et dimR’ = 3 et ht(H') # 0).
On considere v/, v’ € j%\’/H’ non nuls. (Rappelons que : R’ C R\’/H’ car H' N R = (0)).
11 suffit de vérifier que : (0) € (v') € (v/,v) est une chaine de premiers de j?\’/ H'.
ﬁ/ H' est integre, donc (0) est premier.
Vérifions (v') premier dans ﬁ/ H'.
Raisonnons par I'absurde . Supposons : fif2 € (v/) avec fi & (v/), fa ¢ (v'), (pour des fi, fa € ﬁ)

Comme la forme initiale de A’ est homogene de degré 1 en v/, v’,w’ on a en fait :
k[, v, w']] = k[[u,v", h]] ([Z.S.], lemmes 1 et 2 p.134-136).

Par ailleurs ¢ : R — j%\’/ H' est un morphisme continu, (la topologie quotient est définie pour ¢a),

mais la topologie quotient de R /H' n’est autre que la topologie linéaire associée a (cp(/\/l’ "ﬁ)) “
ne

i.e. la topologie (./\/l’ ﬁ/H ! )—adique de E/H ', et comme ce dernier est (local) ncethérien, sa
topologie est métrisable, (car filtration séparée), et de plus c’est un anneau topologique ([M.P.],
prop.2.7 p.144). Donc quand on écrit fi dans k[[u', v, 1/]], f1 = Z uPv'?h/" | on obtient :

p.a.r
fi= g apuPv'® | grace a la continuité de ¢,
P.q cette écriture ayant bien un sens dans R'/H’

d’aprés le commentaire précédent.

Maintenant : f; € (v/) <= { tous les monémes de f; sont multiples de v’ },
(car justement R’/H' est anneau topologique, on a les opérations sur les limites).

Donc finalement on écrit :

!/ / /
fi=au + g ap,qutv',
q=21,p=0

fo=bu"2 + E by qu'Pv'?, avec ny,ng € N* et a,b € k*.
q=1,p=0

Par ailleurs on a : f~'1]72 € (v'), donc on obtient une égalité : Z cpqu'Pv'? = abu'™ dans é\’/H’,

q21,p20
avec 1 = ni + na. Soit # la valuation centrée en R/ /H', prolongeant v.
Notons S = Z pqu'Pv'? série formelle de j%\’/ H' et Sy la “méme” série, vue dans R
q21,p20

On a bien siir : S = ¢(S), (par continuité de ¢). On va montrer que : 7(S) # v(abu'™)( = nv2).
On a Sy ¢ H' (donc Sy # 0), sinon S = 0 et on a une contradiction immédiate : +o0o = ny/2.
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Dans la série S (ou Sp) on regarde : {q +pV2 | epy # 0 p,q indices sommation (g > 1)} + 0.
Cet ensemble admet un plus petit élément (c’est une partie de ®’ bien ordonné), soit : o = go+pov/2,
(po, qo uniques définis par ce plus petit élément : Z[v/2] est Z-module libre de base (1, \/§))

Pour la méme raison tous les autres ¢ + pyv/2 sont distincts et strictement supérieurs a a.

On a donc : Sy = ¢p, gouPoV' + Z Cp quPv'e.
{p.q | at+pv2 >a}
Si a1 dénote 'élément de & immédiatement supérieur & «, on sait que : P, = P’} et d’apres la
description vue de P, tous les ¢, ,uPv'?, ¢ + pV2 > a, sont dans P/, donc dans : P, R’ et donc
la série : Z Cp,quPv'? de R’ aussi puisque P/, R’ idéal fermé de R'.
{p.ala+pv2 >a}
Par ailleurs : ¢, 4,uP°v'% est un élément de R’ de v-valuation qo +pov/2 (i.e. élément de P, \ P;).
D’aprés la définition de #, on a donc : #(S) = qo+pov/2, et donc on devrait avoir : go+pov/2 = nv/2,
avec qo = 1, c’est impossible.
Vérifions maintenant (v') # (u’,v), i.e. bien str : u’ ¢ (v/).
Siu' € (v'), alors u' = v'7 avec ' € R/, d’otr : V2 = 0(u') = (V') = 14+ p + qV2, avec p,q €N,
(car : o(R'/H') = ®'), impossible.

Enfin vérifions que (u’,v") est un premier de ji\’/ H’'. Comme précédemment on suppose :
fifz € (W0, avec f1 ¢ (u/,0v"), fa ¢ (u',v). Ici nécessairement on a :

o Ip,,1q
fi=a+ E ap quPv',

(p,0)#(0,0)
fo=b+ Z by qu'Pv' avec a,b € k*,
(p,a)#(0,0)
d’ou : flfg =ab+ Z dp qu'Pv'"?, qui ne peut pas étre dans (u’,v’), sinon :
(p,a)#(0,0)
ab = Z ep.q’Pv'? dans R'/H', et alors : 0= p(ab) = p + qv/2 avec (p,q) # (0,0).
(p,a)#(0,0)

Déterminons enfin H. On avu: H = H'N E, ie. : H= ﬁ_l(H’)7 avec ici le morphisme

R L R/ défini par : ﬁ( Z ap,quupvqw’) = Z ap.qrt’PT0 9" (car T continu et prolonge
P.q,T P.qr
IT), qui est ici bien str injectif.
Soit z € Hyona: x = Z ap,qruPviw" et I(z) =K .5 avec ' € R
P.qT
Si S’ =0, comme II est injectif, on a x = 0.
Sinon soit n la valuation (u’, v, w’)-adique de S’, n € N, et soit S}, = b 4,,u
degré (le plus bas: n=101+qg+7r) de 5.

17 ! 7 / / / / 7 / 17 li
S = (w— E civ'™)S] = bi,q.rt Ldy™ 1 — c1by g ru Ly'at 1y + E cibygru Lyitay',
i>1 i>2

Ly'2'" le mondme de

de degré la valuation (u/, v, w’)-adique de h'S’
Comme : 1S’ = II(z) € Im(I), on devrait avoir :
{l =p+q
l=p+qg+1oupéeN, cequiest bien sur impossible.
Donc on a : H = (0) et ht(H) = 0, et on a trouvé un exemple pour lequel : H C H’

ht(H) < ht(H').
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